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0,0: Introduzione

I linquaggi di programmazione sono ormai diventati cosi!
vari € numerosi che e' necessario un certo sforzo A4i
classificazione prima di poter affrontare qualsiasi discorso
approfeondito su di essi. La prima distinzione, basata sul
flusso del controllo, viene generalmente fatta tra linguaggi
procedurali e  linguaggi non_procedurali. T 1linguaqgi
procedurali, sui guali accentreremo l'attenzione, sono
fondati sulle operazioni di '"chiamata di procedura" e di
"sequenza di distruzioni", I lingunaggi procedurali che
privilegiano il costrutto "sequenza di istruzioni" vengono
detti imperativi, mentre quelli che privilegiano 1a

"chiamata di procedura"™ sono detti applicativi. Tranne casi
estremi (es. assembler - 1ISP puro) la linea di confine tra
linguaggi applicativi e imperativi e' in qualche misura
arbitraria. Vedremo anche che tecniche sviluppate per
fornire la semantica di 1linguaggi applicativi si adattano
facilmente a linguaqgi imperativi e viceversa.

I linguayggi d4i programmazione, oltre ad essere gia' moclto
numerosi, continvano a crescere rapidamente di numero. Per
vari motivi non sembra possibile porre freno a questo
processo di proliferazione, al punto che il vecchio mito del
linguaggio '"general purpose" buono per la maggior parte
degli usi e degli utenti e' definitivamente crollato. 0ggi,
specialmente nel campo del software di sviluppo, si assiste
ad una torre di Babele in cui molte comunita' A4i
programmatori preferiscono sviluppare un proprio linguaggio

("general purpose"!), invece di utilizzare guelli gia‘



e Introduzione Q.0
- abbondantemente presenti sul mercato. Lo stimolo di questa
proliferazione e' 1'introduzione di sempre nuovi e
e perfezicnati costrutti e di migliori caratteristiche,
- destinate a soddisfare (o <creare) negli utenti nuove
esigenze, in una specie di mercato dei consumi dei lingmaqggi
-
di programmazione.
- L'evoluzione dei 1linguaggi tuttavia non procede a caso:
gli orientamenti dei progettisti si stanno stabilizzando
¢ attorno a certi standards quasi universalmente accettati. Si
- puo' notare come pochi caratteri siano alla base della
maggior parte dei 1linguaggi e ne forniscano upna rapida
e chiave di comprensione e di uso, e come il punto cruciale
~ sia il modo 1in cui questi costrutti interagiscono tra loro
per formare linguaqggi piu' o meno ben definiti. Si cade
e cosi' nel problema della semantica dei 1linguaggi, la cui
-~ recente scluzione ha portato nuove concezioni su come un
"bel" linguaggio dovrebbe essere fatto e, analogamente alla
e soluzione del prohlema della sintassi, ha prodotto una nuova
- generazione di linguaggi e relative caratteristiche.
La progettazione Adi un 1linguaggio si delinea oggi conme
e ltarte di mettere insieme costrutti potenti e quanto piu’
- possibile ortogonali, in modo che 1la comprensione delle
singole parti e dei meccanismi di composizione equivalga
e alla comprensione de? tutto. Quanto seqgue e una
- esposizione delle tecniche di definizione della semantica
dei linquaqggi, insiene ad una analisi di alcune
e caratteristiche rilevanti che un lingnaggio puo' avere e di
- come queste caratteristiche Fossono combinarsi (o
escludersi) per non ostacolarsi a vicenda. A scopo
-




Introduzione .0
illustrativo la maggior parte di queste caratteristiche
vengono integrate e discusse nell'ambito di un linguaggio
(TAU) che fornisce al contempo un esempio di definizione

formale e inplementazione di un linguaggio programmativo,
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-~ 0,1: Estratto
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0.1.0: Semantica dei linguaggi [I)
-
Dopc una breve introduzione ai linguaggi ed al f-calcolo
& [I.0] [I.1] viene esposta la teoria delle funzioni continue
P su Pw [I.2.0] che fornisce il fondamento teorico per 1lo
studio della semantica dei lingnaggi. Su guesta base viene
e definito un linguaggio (LAMBDA) [I.2.2) simile al f-calcole
- che, attraverso meccanismi di interpretazione, servira' da
collegamento tra un gualsiasi linguaggio formale e 1la sua
e semantica su Pw., Nel resto del capitolo [I.2] vengono
-~ definiti in LAMBDA alcuni concetti familiari dei linguaggi
di programmaziane, fra cui un ricco assortimento di
¢ strutture dati, denominate domini.
- Nel capitolo I.31 viene sviluppata una tecnica di
definizione della semantica dei 1linguaggi, originata dal
e lavoro di Scott e Strachey, fondata sul 1linguaggio LAMRDA,
~ Con questa tecnica viene definita nuovamente la semantica di
LAMBDA e di alcuni 1linquaggi affini. In particolare si
e mostra come ricavare la semantica del goto con
-~ l'introduzione delle continuazioni [I.3.5] e la semantica
dell'assegnamento con l'introduzione delle memorie [T.3.f%].
e Il risultato principale di questo capitolo e' mostrare che
- la semantica di un qgualsiasi linguaggio puo' essere data
sotto forma di un interprete per quel linguaggio, scritto in
-
LAMBECA.
-~ I1 capitolo [T.4] illustra come si passa algoritmicamente
da wun interprete scritto in LAMBDA ad un interprete in
-




Estratto G
linguaggio assemblativo. Cio' si ottiene, detto I il
linquaggio in oggetto, scrivendo un interprete metacircolare
per L [I.4.0] Icioe' un interprete per L scritto in 1), ed
eliminando la questo interprete con trasformazioni
successive, tutte le caratteristiche che normalmente non
sono presenti in un linguaggio assemblativo. Il risultato e!
un interprete iterativo per L; cioe' un interprete ancora
scritto in L, ma che non fa uso di ricorsione, che non passa
funzioni come argomenti e che non ritorna funzioni come
valori di altre funzioni. I1 passaggio da un interprete
jterativo ad un interprete in linguaggio assemblativo e' poi
un procedimento estremamente lineare.

L'interprete cosi' ottenuto e' piu' efficiente di quelli
scritti con le tecniche tradizionali. L'uso delle
continuazioni porta ad una implementazione in cui tutte le
procedure falsamente ricorsive [I.4.1] vengono
autcmaticamente esequite in modo iterativo (cioe' senza

crescita dello stack di controllo).
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- Ce1.1: I1 linguaggio TAT: note sulla semantica [IT)]
S
I tre interpreti per il TAU riportati nella terza parte
- [IIT] {un LAMBDA-interprete, un interprete metacircclare ed
un interprete iterativo) vengono descritti e confrontati
¢ dettagliatamente, costrutto per costrutto. Vengono inoltre
P discusse le scelte (arbitrarie e motivate) che sono state
fatte a livello di progetto del linguaggio,
e Nel capitolo [TI,1] si parla dei vari tipi di costanti e
P delle 1loro rappresentazioni. In [II.2] si affronta il
problema dello scoping delle variabili e viene dimostrato un
e teoreme che mette in stretta relazione il tipo di scoping
-~ presente in un linguaggio con la struttura degli ambienti
durante 1l'esecuzione., Sulla base di gquesto risultato si
¢ giustificano alcune tecniche di accesso alle variabhili in
- regime di scoping statico. In [1I.3] si illustra il ruolo
delle sospensioni nella costruzione delle strutture dati ed
e in [ITI.6] e [TII.7] si mostra come questa tecnica consenta di
- costrutire e utilizzare strutture dati circolari e
infinite, In [II.5] viene trattato il problema del passagqio
e dei parametri alle proc2dure, specialmente in riferimento
- alla call-by-need. Tn [IT.8] si descrive un costrutto
(escape) che rende disponibili le continuazioni
- dell'interprete a livello di linguaggio. In [ITY.10] si da‘
-~ una descrizione del sistema di tipi del TAU e si fornisce un
quadro generale per la strutturazione dAi vari sistemi di
® tiri procedurali. Tn [II.11] infine si accenna ad una
- tecnica di gestione della memoria che giustifica 1'uso delle
strutture dati necessarie all'inplementazione del TAm,
-

e ———————
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0.,1.2: I1 lingnaggio TAU: semantica [III)]

Con l'ainto delle +tecniche per 1la definizione della
semantica illustrate nella prima parte [I] e sulla base
delle discussioni condotte nella seconda [II] viene definita
in modc fecrmale la semantica de 1 TAU,

In [TTI.N] si la' la semantica standard per mezzo di un
LAMBDA-interprete. In [III.1] si fornisce un interprete
metacircolare ntilizzabile per le usuali procedure di
tootstrapping, In [IIT,2] =<si presenta il nucleo di un
interprete iterativo adatto ad una trascrizione diretta in

linguaggio macchina.
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I.0: Sintassi

I.0.0: Backus Naur forn

Tl problema teorico della definizione della sintassi di un
linguaqggio puo' considerarsi risolto fin dai tempi
dell'introduzione delle grammatiche generative [Chomsky 56]
e della lecro applicazione nella descrizione dell'ALGOL [ Naur
60,63]. La maggior parte degli studi successivi in questo
campo sSi sono <rivolti alla elaborazione di tecniche di
traduzione, note come compilazione e parsing, e alla
soluzione di wvari problemi sintattici conessi con
1'implementazione dei linguaggi sul calcolatore. Tutta
quest'area di conoscenza puo' considerarsi, almeno nelle sue
linee generali, acgquisita [Gries 71], e sara' necessario qui
ricordare solo uno strumento tecnico usato nel seguito come
notazione: la Backus WNaur form (BNF). Cominciamo col

definire un linquaggio £formale come un insieme di stringhe

finite ottenute giustapponendo gli elementi di un altro
insiene detto alfaheto terminale. Una grammatica
G=(AT,2N,S,P) e' un formalismo che permette di esprimere
linqguaggi. AT e' l'alfabeto terminale, AN e' un alfabato

detto alfabeto non terminale, S e' un elemento di 2N

(simbglc iniziale) @ P e' un insieme di produzioni del tipo
a->b dove a e' una stringa non vuota costruita su A=(AT u
AN) e b e' una stringa [eventualmente vuota) costruita su A,
I1 linguaggio L {G) generato da una grammatica G e' 1l'insieme

delle stringhe di simboli terminali derivabili da S. ©Una

stringa a! e' derivabile da una stringa a[n] se esiste una
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sequenza di stringhe a!', a2, ... ,a[n] tale che af[i] e*

direttamente derivabile da afi+1] per 1<€i<n-1, Una stringa

a infine e' direttamente derivabile da una stringa b guando
b=h'ME" con M<€AN e a=b'a'b" con M->a' € P,

La BNF e' un modo conciso di esprimere le produzioni
appartenenti a P. Ogni simbole neon terminale viene racchiuso
tra parentesi angolate: <2 mentre i simboli terminali
vengono semplicemente giustapposti. 0Ona espressione del
tipo

<p2 := absg2c<r> | <s2<t2a | hchb
rappresenta l'insieme 4i produzioni:
{ <p2 -> absg2c<r> , <p2 -> <s2<t2a , <p> -> bch }
Lle karre verticali possono essere omesse quando le parti
destre delle produzioni sono allineate verticalmente:
<p2 := ahsfg2c<r>
<s2<t>a
bch
Ecco una sintassi BNF che definisce il linguaggio dei numeri
interi privi di zeri non significativi:

415161718]9

<succ2 = 11213}
= <succz | <succz<num2 | <succ20<num>

<num2 := 0
Una derivazione della grammatica

G=({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, {Snum2,<succ>},<numn>,P)
(dove P e' stato espresso sopra in BNF) e':

<num2 -> <succ2"<num2 -> 30 <num2 -> 30<succ2 -> 305
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I.1.9: Sintassi del f-calcolo

I1 A-calcolo [church #1)] puo' essere visto come un
prototipo di linguaggio contenente, in una sintassi molto
cemplice, tutti 1 concetti essenziali dei 1linguaggi di
programmazione. Questa sua caratteristica lo ha reso "iln
linguaggio per eccellenza, non per facilita' di uso o
espressivita', ma per la potenza con cui riesce a descrivere
situazioni complicate a partire da pochi concetti Dbase.
Questo capitolo [T.1] trattera' degli aspetti sintattici del
A-calcolo, mentre il prossimo [I.2] sara' dedicato alla
semantica di wuna sua estensione, La sintassi BNF del

A-calcclc e!' la seguente:

<term> := <var> variabili
<tarm> (<term?) applicazioni
[/<var>, <term2) f-astrazioni

dove <varz e' un insieme numerabile di identificatori
fa,k,¢c, «+. ,aa,ab,ac, ++..). Fcco alcuni esempi di stringhe

del A-calcolo Iche verranno d'ora in poi chiamate

—_—— e ——— i — o —

Xy XUY) e (AXX), (AXX)Y (Y) s X{(AY«X(2Z))),
(Afe (AX.E (x(X))) 1 {Ax.£(x(X)))))

Le lettere a,b,c,d,x,y,¥,2 verranno usate (a seconda del
contesto) come variabili, 0 per denotare generiche
variabili; le lettere A,B,C,D,M,N,P,C,R,S denoteranno

generiche f-espressioni:

X denota qualsiasi variabile a,b,X,¥, «..
M denota qualsiasi f-espressione

Xe AXeXx), E(X(X))y o0s
(Ax.M(N)) denota qualsiasi f-astrazione contenente

una applicazione
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AX.x1y)), {Afa. (fx.a) (b) (c)),
AL (AR E (X (X)) (AXE(X{X))))) s wwo

In una applicazione M(N) il termine M viene detto funzione

e il termine N argomento dellt'applicazione. Tn una

A-astrazione (/fx.M) la variabile x e' il binder e il termine

—————

M e' il corpo della f-astrazione, 1llo scopo di snellire 1la
sintassi vengono introdotte le abbreviazioni:

{Ax o5 X[ M) sta per

CAXL (A2 (v (AXIR JeM) ans YD) nz1
MN sta per

M{N) guando W e' gia' tra parentesi (es: M{{fx.P)))
M{NY, ... ,N[Dn]) sta per

M{N!) ... (N[n]) n2
(let x1<-M1 .., x[n]<-M[n] in H) sta per
(Ax oo X[n]JeM) (M) oo. (M[n]) n>1

Inoltre le eventuali parentesi piu' esterne di una
A-espressicne e quelle che racchiudono il corpo di wuna
A-astrazione, o il corpo di un let (il termine che segue in)
[OSSONO €ssere omesse:

(AXe (AY X ({£Z.Y)))) viene abbreviato in Ax y.x(Az.y)
Le parentesi attorno ai termini devono essere mantenute in
caso di ambignita?' non risolte. Questi casi si

presenteranno anche in successive estensioni della sintassi

e non verranno evidenziati,
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I.7.7: Sostituzione

Le occorrenze di una variabile in una f-espressione si
dividono 1in binders, quelle immediatamente precedute dal
simbolo Z; occorrenze lihere, quelle che non sono contenute
in alcuna JA-astrazione con binder di identico nome;
aoccorrenze legate, aquelle che invece sono contennte in
almeno una J-astrazione con binder dello stessc nome. Le
funzioni FV e ™B, definite ricorsivamente sulla struttura
dei termini, estraggono da un f-espressione l'insieme delle
variabili con occorrenze libere e 1l'insieme dei binders.
Quest'ultimo include 1'insiene delle variabili con

occorrenze leqgate,

FY (x) = [x}

FY(M(N)) = BV (M) u FV(N)
FV(Ax.M) = FV (M) - {[x}
BV(x) = @

BV(M(N)) = BV (M) u BV(N)
BYV{Ax.M) = BV [M) u ([x}

se 0 = fa.(fb.f£(a[D))) (ff.g(f)) allora
FV Q) = {£,9] BV(Q) = {a,b,f}

La variabile £ ha in 0 occorrenze libere e legate. Vedrenmc
che questi due aspetti di f possono essere considerati come
occorrenze in Q0 di due variabili distinte aventi lo stesso
ncme., Le occorrenze libere di un termine possono sempre
essere leqgate premettendo opportune [f-astrazioni: Af q.Q
non ha occorrenze libere,

La Frincipale operazione che si effettua sulle
A-espressioni e' la sostituzione di una variabile con un
termine: SUBST (M, N, x) (abbreviato M[N/x)) e' 1a

sostituzione del termine N al posto di tutte le occorrenze
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libere della variabile x nel termine M. Le espressioni
M[N/x] verranno liberamente immerse nelle [f-espressioni
intendendo pero' che : "{ ... M[N/X] «0s. )" abbrevia "({(
eee MY ... ) dove M'=SUBST(M,N,x)".

Sostituzicne:

{S.1) x[N/x] =N
(5.2) y[N/x] =¥ se y # X
S.3) A(B)[N/x] = A[N/x](B[N/x])
(S.4) (Ax.M)[N/x] {Ax.H)
{S.5) {Ay.M)[N/x] {(fz.M[z/y]) [W/x])
se y#X e V€TV (N) e dove z€FV (N)
(S.6) (Ay.M)[N/x] = (Ly.M[N/x]) se y#x e y€FV(N)

1

La sostituzione e' definita in modo che le occorrenze
legate di % in M non vengono mai sostituite in M[N/x] (S.H).
Inoltre 1le variabili libere in N non vengono mai legate
durante una sostituzione (S.5) cosi' che FV(M[N/xT]) = (FV (M)
- {x}) u FY(N), Tcco alcuni esempi:

{€.1) al fx.x)/a) = {/fx.x)

(S.2) D[ {Ax<x)/a]l =D

(S.3) ath)[ Ifx.a)/a) = (fb.h)

{S.U4) (Ab.b)[ {Ax.a) /D] = (Ab.D)

(S.5) {Aa.a{d))[ (Ax.a)/b] {(Ay.y (b)) [ (fx.a) /D]
(S.6) {AY.y (D)) (fx.a) /D] (LY. ¥ (fx.2))

I

o



-
I.1I9
-~ I.1.2: Riduzioni
p -
Un termine della forma fx.M e' detto @d-redex e uno della
-~ forma {(Ax.M) (N) e' detto }-redex. A questi due tipi di redex
corrispondono due conversioni (il simbolo ":>" si legge "si
-~ "
riduce a") :
- (@) (£x+M) 22 (Ly.M[y/x ] se y{¥FV (M)
(3 (Ax M) [N) == M[N/x]
-~ L'@-conversione €' un cambiamento di nome di un binder,
con rispettiva ridenominazione del corpo della
-~
A-espressione, ed e' attuabile =<=0lo se nessuna occorrenza
~ libera din M viene legata durante il processo. Ta
conversicne di un ?d-redex produce ancora un d-redex,
- ) . 2 . .
La !]=-ccnversione modella l'applicazione di una funzione ad
P un argomento: il termine N viene testualmente sostituito
alle cccorrenze lihere di x nel corpo della J-astrazione, M,
-~ . " "
la }-conversione comporta la scomparsa di un B-redex ma cio!
P ncn implica che 1in assoluto i J-redex del termine in
questicne diminuiscano:
-~
{AXaX (%)) (AZox (%)) 2 (Axex X)) (hxe x{aa) )
(Ax.x {x(x))) (fx.x(x(X))) :2
- (Ax.x(x {x))) (fx.x(x(x))) (Lx. x(x(x)))
La P-conversione, per come a' definita la sostituzione,
-~
puo' ccinveclgere antomaticamente delle @-conversioni (gquando
- ad es. M sia una [-astrazione (/y.P) e y<€FV (N)) per evitare
la cattura di occorrenze libere, Perche' guestc non accada
-
e' sufficiente la condizione FV{(N) n BV (M) = 2:
~ {Aa. {Ab.a(b))) (b) = (fc.b(c)) e non :2 (fb.b(M)
Fcco altri esempi di conversioni:
-
(2) AXeX 22 A¥sY- - 22 A2+2
AXeX (7) 22 Az«Z 1Y) (ma non 2 Ay.yly))
- AL X E(x(x)) 2 Xf y.£(y(y))

e —— et e S
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(3  Uxx)ly) 22y
(Aa.a (b)) (fx.a) > (fx.a) (b)
{ARs (f/b.D)) ly) 2> (4AD.D)
Un altro tipo di conversione ' la
(n) AxNE) 2 N
che puo' ¢ no essere inserita nella teoria.
lLe @ € P-conversioni possono essere liberamente applicate
all*'interno di Jf-termini in gualsiasi ordine, generando un
processo di trasformazione che si chiame riduzione. Piu!
precisamente una riduzione e' una successione di f-termini
M®* ... M[n] in cui M[i+1] e' ottenuto da M[i ] applicando una
cenversione. Quando una riduzione conduce da un termine M
ad un termine N privo di B-redex, si dice che la riduzione
converge, altrimenti che diverge. Nel primo caso N e' un

termine in forma normale e M ha una forma normale, un

esempio di riduzione e' il seguente:

(Ax y. (fy z.x(2z)) (x{x)) ((fz y.Z) {y) (¥))) (Lx.x) () :>
(AY z.« (Ax.x) (2)) ({fxX) (fX.X)) ((fZ Y.2) (a) (a)) :2
(AY z. (fx.X) (Z)) (fx.X) () :2
(fx.X) (@) :2
a
Lt'uguaglianza tra termini e' definita come 1la minima
relazione di equivalenza contenente "<", per essa vale la
sequente importante proprieta':
Teorema (Church-Rosser) Se M=N, esiste un P tale che M:2P
e N:2P []
Una dimostrazione si puo' trovare in [Barendregt 771].
Questo teorema vale con o senza la n-conversione.
Teorema Il [f-calcolo (con o Senza n-conversione) e!
consistente.

Dim Sia I=/x.x e K=fx y.x. R' impossibile dimostrare che

I=K perche se cosli' fosse esisterebbe un P tale che 1:2P e
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K:2P. Ma cio' e' assurdo perche! T e K sono in forma normale
n

I1 fatto che easistano due termini sicuramente diversi

{cice' che esistano delle uguaglianze non derivabili)

garantisce che 11 f-calcolo sia consistente. Per definizione

infatti una teoria si dice consistente se non tutte le sue

fermule sono teorenmi.
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- I.2: _Modelli del f-calcolo
P
I.2.0: Funzioni continne su Pw
-~
Pw = {x|x<v}] e' 1'insieme delle parti dell'insieme w dei
. numeri dinteri. Le lettere i,j,k,l,m,n verranno usate per
- indicare elementi di w, mentre le lettere u,v,x,¥y,Z
denoteranno elementi di Pw. @# e W come elementi di Py
e saranno indicati <c¢on &+ e 4 (bottom e top). Tna funzione
- f:Pw->Pw verra' detta: gtrict (o anche gstrict su &) se
f(a)=2, strict_su_ 5 se f{y)=y e doppiamente strict se f(i1)=1
e e £lr)=r.
- Cominciamo col fissare una enumerazione (codifica) 4di
tutti gli insiemi finiti di interi: e[n] (con n<w) sara'
¢ 1'n-esimo insieme finito. L'enumerazione deve essere
”~ ricorsiva {cioe' k<€e[n) deve essere un predicato ricorsivo
in kX e n) e ben fondata, cioe' k<€e[n] => k<n (ovvero non
e deve esistere alcun ciclo del tipo kO€e[k?'], kl<€e[k2), «o. ,
- k[mJ)€e[k?] con m27), Se e[nl={k%, ... ,k[m]} con ko< ...
<k[m] =i puo' assumere la codifica
o !
S{0<i<m). 2%*k[i]
-~ che soddisfa le proprieta' richieste. L'enumerazione degli
insieni finiti torna utile in vari processi di
. approssimazione in quanto ogni insieme di interi puo' essere
- espresso come unione dei suoi sottinsiemi finiti:
¥x€Pw. x = Ufe[n]leln ]I<x}
@ Si assume 1inoltre una enumerazione (codifica) ricorsiva
- delle coppie ordinate di interi (n,m), anch'essa ben fondata
grazie alla proprieta': n<(n,m), m<(n,m). Una codifica
-

e —————————————————————————————— ———————
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appropriata e' ad esempio quella derivante dal cosiddetto
crdinamento diagonale:

(n,m) = ((n+m) (n+m+1)+m) /2

Per le funzioni €:Pw->Pw si usera' una A-notazione del
tipo: (/fx€Pw. ... ) che non dovra' essere confusa ad esempio
con il J-calcolo visto come linguaggio. (AXx€PW. ... ) e!
una funzione Pw->Pw, mentre (AX. ... ) €' una stringa.

Passiamo ora ad esaminare le funzioni continue f:Pw->Pw
[Scott 75]. Ia nozione di continuita' puo' essere definita
sulla base di una certa topologia indotta dalltordinamento
parziale "<" su Pw, Questo tipo di trattazione non e?
tuttavia strettamente necessario e si puo' partire, anziche!
dalla definizione della topologia, direttamente dalla
definizicne di continuita'; una completa +rattazione
topologica si puo' trovare in [Scott 72].

Yx€Pw, f(x) = U{f(e[n)) teln ]<x} n

L'insieme delle funzioni continue ha la cardinalita' del
continuo (a differenza ad esempio dell'insieme delle
funzioni monotone <che ha cardinalita' maggiore) e puo!
essere immerso in modo naturale in Pw, come verra' mostrato
piu' avanti., Ogni elemento di Pw puo' allora essere visto
come un insieme, oppure come una funzione continua f:Pw->Pw,

Le funzioni continue costituiscono un primo passo verso la
caratterizzazione delle funzioni calcolabili {che
risulteranno essere tutte continue)., Questo si puo!' intuire
anche dalla Def 1, basata sulla raggiungibilita' (al limite)
deqli arqgementi e dei wvalori delle funzioni a partire da

guantita' finite, Il senso della definizione e' infatti il
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sequente: dato nn insieme x 1l valore di f non dipende
semplicemente dagli elementi di x (altrimenti avremmo potuto
scrivere la piu' restrittiva: f(x) = U(f({k})1k<€x}) ma
neppure €' permesso agli elementi di x di influenzarsi in
modo troppo complesso fcioe' infinitamente complesso) nel
determinare il valore di f; le influenze reciproche non si
estendonc mai al di la' dei sottinsiemi finiti di x, da cui
la definizione,

Prop_1 (Scott) Le funzioni continue sono monotonre rispetto
all'ordinamento "<":

f continua => ¥x,7€Pw. x<y => £ (x)<f (y) n

Delle funzioni continue si puo' dare anche una definizione
del tipo "per ogni epsilon esiste un delta ..." utile nella
dimostrazione di molti teoremi:

Prop_2 (Scott) Una funzione f:Pw->Pw e' continua sse

¥x€Pw, ¥n€w., e[m]I<E(x) <=> de[n]<x. e[m]<f(e[n]) n

Le funzioni vengono spesso considerate come insiemi di
coppie ordinate argeomento-valore, Una funzione f:Pw->Pw e!
allora un insieme Adi coppie di elementi di Pw: un insieme
molto complesso, composto da nna infinita' non numerabile di
elementi, ognuno dei guali e' nuna coppia di insiemi non
enumerabili. Limitandosi pero! alle funzioni continue
f:Pw=>Pw c'e' un modo di caratterizzare ogni funzione con
insienmi piu' senmplici, Per 1la definizione di continuita’',
conoscendo il valore di £ sugli insiemi finiti si puo!
calcolare f su qualsiasi dinsieme di Pw. E' sufficiente
allora una quantita’ numerabile di coppie
{{e®,y9), (el,y1), fe?,y?2), ...} per definire completamente y

= £{x) = D{f{e[n]) lelnl<x }.
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Niente garantisce che y[nl=f(e[n]), sia un insieme finito
{generalmente non lo e') pero' y[nlsw, e la coppia
(e[n],y[n]) puo' essere effettivamente caratterizzata dalle
coppie {(e[n],m)|m€y[nT}. Mnendo questi insiemi per tutti
gli e[n] si determina interamente f,

In guesto modo ogni funzione continua Pw=>Pw e!
individuata da un insieme numerabile di coppie di interi e
quindi, con una codifica delle coppie, da un elemento di Pw.

Prop 3 (Scott) Ogni funzione continua f:Pw->Pw el
determinata univocamente dalltinsieme:

graph (£) = {(n,n)| m<f (e[n])} 0
Prop 4 (Scott) Oqni insieme u€Pw determina una funzione
continua tramite la formula:
fun{u) (x) = {(m}de[n]<x. (n,m)<€u}
Inoltre:
fun {graph (f)) = £
u < graph (fun (u))
u = graph (fun {u)) sse {((k,m)€u & e[k]l<e[n])=>(n,m)<n 0]

Ad ogni insieme u di Pw corrisponde quindi wuna funzione
continua £:Pw->Pw tale che £=fun(u). Ad ogni funzione
continua f:Pw->Pw corrispondono invece molti insiemi u<pw
tali che fun{u)=7 ed il massimo d4di questi e' graph(f), il
grafico di f.

Non ‘tutti gli insiemi di Pw sono grafici di funzioni
continue: ad esempio {7} = {(0,M 3} e' il grafico di una
funzione p(x)=({0} se x=@, ¢ altrimenti) che non e' continua
e neppure monotona (infatti 2<{0]1 ma p(P) fp({0})). fun({N})
e' comnungue una funzione continua; la minima estensione
continua di {N}.

Ax<€Pv. {m|de[n ]<x. (n,m)€{0}}) = (fx<€Pw.{0})

fun ({0}) = (
= [(n,0) In€w} = {n(n+1)/2|n<w}
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Def 2 Una funzione f£:Pw#k->Pw di k variabili e' continua
se e' continua in ognuna delle sue variabili separatamente,

Cioe': f(x', ... ,xX[k]) e' continua sse

y0<i<k. £(XE, vy XTEYN =
DEE (XY, wea sl0nYs sss wx(kDNlelnl<xfiD} O

Prop 5 L'insieme delle funzioni continue e' chiuso
rispetto alla sostituzione (ccmposizione generalizzata). Se
EixY; aawni .XERB e glk )(x[k,1), ..« Lx[k,n[k])) sono
continue allora
f(gt(x[1]), eoe ,xM0n'], o0o. ,9(kI(x[ksT1]y o0e ox[k,n[k]D)
e' continua 0

Prop 6 Ogni funzione continua f:Pw->Pw ha un minimo punto
fisso m dato dalla formula:

m = U{E[n](?) |n€w}
dove f£Oo(x)=x e f£[n+11(x)=£(£f[n](x)) 0

I1 principale risunltato di questo paragrafo e' che ogni
elemento di Pw puo' essere visto come un insieme di interi,
o come una funzione Pw->Pw, Si parlera' quindi liberamente
di applicare un insieme, o di selezionare elementi da una
funzione, ogni volta sottintendendo le appropriate

trasformazioni fun e graph.



I.2.1: Il linguaggio LAMBDA e la sua semantica

I1 1linguaggio LAMBDA [Scott 75] e!' una estensione del
A-calcolo: la sua sintassi (a parte le normali abhreviazioni
e parentesizzazioni) e!' data da:

<term> := <var?2

-

<term=+1

<term=>-1

<term= :> <term2 , <term2
<term> (<term2)

Asvar>. <term>

LAMBDA sara' usato come strumento di definizione della
semantica di vari 1linguwaggi. Dare 1la semantica di un

linguaggio L significa fissare un oqggetto matematico »n 4di

cui i sia dimostrata l'esistenza e definire una funzione

calcolabile E:L->D, detta valutazione, che associa ad oani
stringa di 1 un elemento di n. Si dice che ogni stringa
denota un elemento di D e che gquesto elemento e' il suo

valore. Il dominio D viene detto modello di 1. Modelli
banali ovviamente non rivestono alcun interesse (ad esempio
il f-calcolo ha per modello 1'insieme ({0} sotto una
valutazione che manda ogni Jf-espressione in 0) . od 1
proponiamo adesso di mostrare che Pw e' un modello (non
banale) di LAMBDA, e che quindi LAMBDA "ha senso" perche!
parla senza contraddizioni di un oggetto reale assai
complesso. La semantica di LAMBDA viene data in modo
informale con una serie di equazioni aventi a sinistra uno
schema di sintassi @ a destra 1l'elemento di Dy

corrispondente, Metodi piu' rigorosi di definizione della

semantica verranno elahorati piu' avanti.
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(2.1} 0 = )

L.2) x+1 {n+1|n<€x}

(L.3) x=1 {n]n-1€x}

{(L.4) z->x,y = [n<€x|0<z} u {m€y|dk.k+1€z}
(L.5) u(x) = {m]9e[n]<x. (n,m)<€u}

{L.6) Ax." = {{(n,nm) |n€M[e[n]/x]}

Inon

le prime tre eguazioni mostrano come l'insieme dei numeri
interi del LAMBDA viene valutato all'insieme dei singoletti
{{n} In€w}. (L.2) definisce l'operazione "successore di un
insieme" nel senso che succ{3,5,7}={4,6,8}. Analogamente per
pred in (L.3) notando che pred {0} = 1, (1.8) definisce il

condizicnale che si puo' scrivere anche:

Rt

e che funziona essenzialmente come un test su zero con
qualche conplicazione se =z non e' un singoletto. Tt'uso
normale e' di prendere {(} come vero e ({1} come falso.
Ltapplicazione n{x) in (L.5) viene definita come fun (u) (x)
interpretando u come una funzione, Similmente 1la
f-astrazione in {7..6) @' definita come graph (fa€Pw.M[a/x1).
Resta da specificare la semantica di un termine M con
variatkili libere at! ... alk]. Un tale termine definisce una
funzione delle sue variabili libere:
M=f(al, ... ,alk]):Pwrk->Pw dove fal, ... ,a[k]J}=FV (M)

Def 3 Una funzione f:Pw®k->Pw e! LAMBDA-definibile se

esiste un LAMBDA-termine M che 1la definisce come funzione
delle sue variahili libere 0

Prop 7 (Scott) Tutte le funzioni LAMBDA-definibili sono
continue n

La n-conversione [I.1.271 non vale per LAMBDA in Pw. Fssa

pero' implica (e non e' implicata da) un principio 4di
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-~ estensionalita' che risulta verificato:
(n%  fa.Mm = fa.N <=> 3Ix<€Pw. M[x/a] = N[x/a]
e Prop 8 (Scott) Le proprieta' (3),(3),(n° sono valide in
-~ Pw, cioe':
(d) Afa.M = fb.M[b/a] Se bE§FV (M)
- (8) {fa.M) (N) = M[N/a]
(n°) fa.Bm = fa.¥N <=> ¥x<€Pw, M[x/a] = N[x/a] n
- Queste proposizioni assicurano che Pw e' veramente un
modello di LAMBDA perche' le espressioni interconvertibili
e (secondo una definizione puramente sintattica) risultano
- uguali sul modello.
Prop 9 Per ogni funzione continua f:Pw#k->Pw c'e' un
¢ elemento u<€Pw tale che:
- £4x2,; e s2[ kY = wlx)sen XD 0
Questo u non e' nient'altro che Jfx! ... x[kJ.f(x:, ...
e +X[k1) dove £ viene aggiunta come una nuova costante del
- linguaggio, nel <caso che non sia gia' LAMBDA-esprimibile,
In questo modo non solo le funzioni Pw->Pw, ma anche quelle
¢ Pw#k->Pw sono rappresentabili in Pw come funzioni Pw->Pw->
- vear i 2PE,
Prop 10 (Scott) se u=graph(f) per qualche f:Pw->Pw
e continua, allora Y(n) e' il minimo punto fisso di f, dove
- Y = L. (Ax£(x(X))) (Ux. £ (x(x))) 0
Def 4 0na Ffunzione f:Pw*k->Pw e' calcolabile sse 1a
e relazione m<f {(e[nt?) . {(e[a[k]1]) e' ricorsivamente
P enumerabile in m,n', ... ,nl[k] n
Prop 11 [Scott) Per ogni funzione continua f:Pw*k->Pwy le
. sequenti proposizioni sono equivalentis:
- a) £ e' calcolabile
B) A oo XLETeE (X)) e (XKD 0% un' insieme rC.es
C) AxY «se X[k].E{x?)Y Jos (x[k]) e' LAMBDA-definibile n
-

B
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Si puo' facilmente vedere che la nozione di calcolabilita!
gqui definita coincide con quella intuitiva di "avere un
algoritmo". WNel <caso di mna funzione di wuna variabile
f:Pu->Pw, per calcolare y=f{x) con Xx Tr.e. sSi procede
enumerando i sottinsiemi finiti e[n]<x. Per ognuno di questi
si possiede un procedimento f[n]{e[n]) <che enumera qli
elementi di f(e[n)) (per lt'ipotesi che m€f(e[n]) e' r.e.).
Facendo partire "in parallelo" guesti procedimenti f(nl (ad
esempio con la ben nota tecnica diagonale) si riescono ad
accumulare tutti o m€f (e[n]) per qualche e[n],
approssimandosi a y gquanto si vuole, Se viceversa m€f(e[n))
non e' r.,e., non c'e' nessun procedimento per enumerare
ffefn]) e quindi nessun algoritmo per approssimare y.
1a Prop 11 suggerisce un altro modello per T.AMBDA:
RE= [x€Pw|X ' T.e.}<Pw la collezione di tutti qli insiemi
r.e., <he e' chinsa rispetto all'applicazione ed alla
A-astrazione di funzioni calcolabili. Duesto risultato
deriva direttamente dal fatto che x<€RE e!' r.e. sse e!
LAMBDA-definibile, Molti altri modelli di LAMBDA esistono
certamente in Pw, e similmente esistono molti modelli del

A-calcolo, come si vedra' nel sequito.
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I.2.2: Alcune definizioni

Un risultato del paragrafo precedente e' <che tutte 1le
funzioni calcolabili e tutti gli insiemi ricorsivamente
enumerabili sono LAMBDA-definibili., vediamo alcune di queste
LAMBDA-definizioni. Si usera' la sintassi af.M=Y(/Lf.M) per
le funzioni ricorsive, e le abbreviazioni 1=0+1, 2=1+1, ...

per i numeri.

(1) 2= (Ax.x(x)) (Ax.Xx (X)) insieme vuoto @
{2) « ®u-§F = FHZ.0) D%, unione di insiemi r.e.
naotare che (fz.0)={(n,0) |In€w}={[n(n+1)/2|n<lw} e guindi

0, 1€ (4z.0)
(3) » = px.0 u x+1 insieme degli interi w

(4) xn y = (ME.AX y.x2>(y:>0,2),f (x=1) (y-1)+1) (x) {y)
Intersezione di insiemi r.e.. Si scrive anche:
1§07 u (x=1 n y=1)+1 se (0<€x e O<y
X n -y s= ]
| (x=1 n y=1)+1 altrimenti

(5) Z-¥X,Y = Z:1>(2:2X,7), (Z:D7,Y)
condizionale doppiamente strict.
| 41 se 7=4

zZ=-?X,y = | x se z={0}
| v se 0§z con z#L
| ¥ se N€z con z# {0}
(6) x==y = (RE.fx Y.x->(y-20,1) ,y->1,£(x-1) (y-1)) (x) (y)

uguaglianza sui singoletti. Si puno' scrivere
| + se x=1 o y=4
x==y = | {7} se -n<€w. x=y=(n}
] {1} se -n,m<€w. x={n}, y={m}, n#m
| # altrimenti

(7) double = qf, fx.x:>0,f (x-1) +1+1
double ({0,1,2,3})={0,2,04,6}

{8) half = pf.Ax.x:DN,£({x=-1-1)+1
halft[0'1'233]):{ﬁt1}

{9) <a,b> = pair{a,bh)

pair = fx y.double (x) u double(y)+1

left = half

right = fx.half [x-1)

Alcune proprieta' delle coppie sono:

¥x€Pw. x=<left (x),right(x)>
¥x,y€Pw. left (<x,y>)=x right(Lx,y>)=y
¥a,b,a',b'<€Py. a'<a, b'<b => <a',b?'><<a,b>

T e ——————r
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(10) Ssia D un insieme discriminabile di elementi di Pw,
cioe' wuno per il quale esista una funzione calcolabile
kiunivoca

num-of: D->I dove I<w
Allora e' possibile definire una funzione di uguaglianza su
D, indicata con equal (D), wutilizzando 1l'uguaglianza sui
singcletti definita in (6)

equal [D) = fx y.nunm-of {(x)==num-of (y)
Si usera' la sintassi

M=N = equal (D) (M) (¥)
per indicare 1l'uguaglianza su gqualche insieme D di cui si
suppone sia stata dimostrata la discriminabilita’.

L}

(11) x°y Az X (y (Z))

(12) any i = 4xsx

il
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vale la proprieta' di idempotenza:
r = rr 0
Alcune semplici retrazioni sono:

a

T

bool = fX.x=30,,+1

num = pf.fn.n=->0,f (n-1) +1
fun = ff x.f (%)

1 = Ax.x

Def 6 Lt'insieme dei punti fissi di una retrazione r e' il

retratto di r (indicato con R(r)):

—_——— ===

R{r) = {x<€Pu|r (X)=Xx} n
Notare che lo stesso retratto puo' essere generato da molte
retrazicni diversae., 5i vede facilmente che:

R (%) {+}

R {7) {r}

R(bool) = [, *, [T}, ++1}
R(num) = [y, +} u {{n} |n€w}
R{fun) = {[u<€Pw|graph {(fun (u))=u}
R{i) = Pw

Dalla proprieta' dAi idempotenza discende che se r e' una

retrazione, allora:
¥x€Ris) « <> plx)=x

cioe' una retrazione e' una funzione r:Pw->R(r) che coincide
con l'identita' ([x<€Pw.¥x) su R(r) e solo su R(r).

I retratti hanno una struttura ben definita, come viene
stabilito dal teorema:
forma un lattice completo sotto l'ordinamento "<" ]

Un retratto verra' quindi spesso disegnato con un

diagramma che ne mette in evidenza le relazioni 4di
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ardinamento:
T
|
Y e ———.
| !
R {bool) = 3] (++1)
| |
O e ¢
|
A
T
|
T
{ PerEy 1 )
R{num) = i IR (o L A
R S Lo i (1
fatamphamg= e
|
% 2

Def 7 Una iniezione e' una retrazione ¢ tale che i<c, Una

proieziore e' una retrazione p tale che p<i 0
Una iniezione puno' essere vista come una operazione di
chiusura, cioe' came una operazione che da un insieme Xx<€Pw e
da una funzione f definita sui sottinsiemi finiti 4i x,
consente di ottenere 1l minimo insieme c({x) contenente x e
chiuso sotto l'applicazione di £ Tralasciando 1a
particolare funzione f che genera c(x) (e che in genere ,
fissati x e c¢(x), non e' unica), i requisiti di nuna
operazione di chiusura sono:
un insieme e' contenuto nella
sua chiusura

la chiusura di una chiusura
equivale alla chiusura

i) che x<c (x)

ii) che c{c [x))=c %)

Ma la condizione (i) equivale ad i<c perche! i<¢c <=
Y¥x€Pw,x<c{x), e la condizione (ii) equivale a dire che c e!
una retrazione, Questo da' il senso della Def 7, 1in base
alla guale si puo' vedere immediatamente che i e 4 sono

iniezioni, mentre 4+ &' una proiezione, Inoltre:
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Prop 13 bool, num, fun sono iniezioni 0
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Def 8 (i) I domini sono gli insiemi dei punti fissi (i
retratti) delle iniezioni.

{ii) Il predicato "x:d" ("x e' di tipo d") per ogni
iniezione d e' cosi' definito:

¥x€Pw., x:d <=> x<€R(d) <=> d(x)=x

{iii) L'insieme di tutte le iniezioni viene indicato con D
e "d<€D" viene scritto "d:D" 0
la notazione definita in (iii) sara' giustificata mostrando
che anche D e' egprimibile con una iniezione, rientrando
cosi!' nel caso (ii).

Cominciamo col definire vari tipi di domini, ricordando
che alcuni dJomini elementari scno gia' stati wvisti in
[I.2.3] (cioe' R({y), R(bool), R{num), R(fun), R{i)).

Def 9 prodotti cartesiani
a ® b= fx.<a(left(x)),b(right (x))> 0
Prop 14 (Scott)
a,b:D => a®b:d N
Quindi "&" (cross) e' una funzione ®:DxD->D. L'iniezione
{(a®b) (z) estrae le parti destre e sinistre di z e le retrae
rispettivamente sui domini FR(a) e R(b). Il risultato e' 4di
retrarre z sull'insieme R{a®%h) di tutte le coppie ordinate
formate da elementi di T(a) (a sinistra) e R(b) (a destra).
I punti fissi di (a®b) sono allora tutti del tipo <x,y> con
X:a e v:b.
x: (a®b) <=> left(x):a & right(x):b
F (a®b), come tutti i retratti, e' un lattice completo ed i

suoi elementi sono cosi' ordinatis
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¥x,y: (a®b) . x<y <=> left(x)<left(y) & right (x)<right (y)

Ad esempio E(bool®hool) e' il dominio:

r
|
b —— B e +
! ! I !
I ! | |
by it CH, D LB T CEoP>
| | 11 I 1 b
s (5! imianas fie' ol 2 o
| 11 11 Yudaed
| #===d | AmEmegiof =g TR
11 11 11 11
CL, 6> b £>  LE,E> LE. b5
I ] I 1 = N
[odmmsrd [ WSeng Flumeat §
| | 1 11 Yl
[ el i e
| 11 b1 gk
<4,t> <t,4> <i,f> <f,1>
| | | |
| | | |
fm————— tmm e —————— +

!

i
dove t=0 e f=4+1 [notare che +=<{3y,+> e 41=<1,1>),
Def 10 domini funzionali
aPb = Ax.b%x%a 0
Prop_15 (Scott)
a,b:p => abb:D n
Quindi "P" (arrow) e' una funzione B:DxD->D, La retrazione
(adb) (f) restringe ogni funzione f:Pw->Pw ad una funzione
f:R{a)y->R{b). Infatti
{aGb) {f) = b°ffa = Afx.b(fla(x)))
(aBb) (f) €' una funzione che prende un argomento x, 1lo
retrae su PR(a), lo applica a £f e rTetrae il risultato sn
R(b) ; cice' !adb) (f) vede solo argomenti di FR({a) e produce
s0lo risultati in 2 (h), gqualungue sia £f. Il risunltato e' di

restringere £ al dominio =R{adPb) di tutte le funzioni

continune da R(a) in R(b).
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P f: (abh) <=> ¥x:a. £(x):D
Intuitivamente retrarre una funzione su un dominio R (aBh)
-
significa fare un test sul tipo dell'argomento e del
- risultato e applicare, quando e' necessario, una conversione
di tipo. 51 puo' introdurre una sintassi per queste
-
funzicni tipizzate:
- A(x:a)->b.M = (abb) (Lx.M)
A{xYza¥; - x[nJrafn =>b.N =
A(x1:ar)=->any. ... f(x{n):a[n]=>b.M
’ . g - -
Si verifica facilmente che [f({x:any)=->any.M = [fx.M,
- L'ordinamento 1introdotto da "<" sul lattice completo
(aDh) e':
-
¥f,g: {abb). £<£g9 <=> ¥x:any. f(x)<g{x)
~ dove 5=/X.+ e L=/Jx,.1,
Def 11 unioni disgiunte
-~
a®b = fx. ({left (x):>0,0) u (right(x):>1,1)->
<a' {left (x)),4>,<+, b (right (x)) >
-
dove a'=/x.0 u a(x-1)+17 e b'=fx.0 u b(x-1)+1 n
- Prop 16 (Scott)
a,b:D => ash:D n
P - -
Anche "®" (union) e!' una funzione ®:DxD->D e puo' essere
- scritta:
| <a' (x),4> se z=<xXx,1> con x#1
- {a®b) {z) = | €2,b'(y)> se z=<4,y> con y#t
| & se z:{].,]..):].
| - se 7z=<X,y> con Xx,y#L
-
Questa operazione viene detta unione disgiunta perche' gli
P elementi di R (a®b) sono guelli di P (a) piu' quelli di R (b)
codificati in modo Ada riconoscere la loro originaria
[
appartenenza a R{a) o ®{b), La codifica scelta e':
- x:a <=> <0 u x+1,2>:a6b
y:b <=> <£1,0 u y+1>:adéd
= I1 predicato which:anyDbool cosi' definito:
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which = fz. ((left(z) :>0,0) n {(right(z):>1,1))=30,4+1

-

se z=<x,41> con x#+
+1 se z=<1,y> con y#L

se z=<4,4>=1

se z=<{X,y> con Xx,y#+

!
which (z) = |
|
!

S

consente di determinare 1l'originaria appartenenza della
decodifica di z a Rfa) o a R{(b).

I1 motivo per cui si scrive <0 u x+1,4> anziche!
semplicemente <x,4+> e' che puo' valere L:a e in tal caso
which non e!' pin' utilmente applicabile perche! L:a diviene
indistinguibile in a®b da un eventuale L:b (in +tal caso si
ha infatti <X, AD=dL , Ad=a,v>), Allora 41:a viene
precodificato con 7 e ogni altro <x:a con x+1. Questo spieqa
1'usc di a' e b' nella Def 11. Lo stesso problema non si
presenta con 4 perche <5 ,4>#<1,.>,

Altre funzioni standard per la manipolazione delle unioni
disgiunte sono:

inleft = Jfr x.r(<x,4+>)

inright = Jfr x.r (4%, )

outleft = left

outright = right

aut = fx.which (x)->outleft(x),ocutright (x)
Queste possono essere ristrette a unioni specifiche
scrivendo ad esempioc ontleft' = f(x:a®b)->a.left (x). Adesso
outleft': (a®db) Da.

L'ordinamento del lattice completo R {a®b) e':

¥x,y:a®h., x<y <=> which (x) =which({y) & out ({x) <out (y)

Ad esempio R ({bool@®hool) e' il lattice:
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-
|
ok i s fomi oo o +
| |
+=&pt ,AD-+ R L L
| ! |
e, > CFY,L> <A, <a,f£v>
! | | |
=AY AS 4 =<, 054
| |
fomm————— fmmmmm—— .
|
1

dove x'=boal'ix)=[" u hool (x-1)+1) per x=1,4,t,f con t=0 e
f=4+1.

Def 12 iniezioni

D = Af x.hy.x u f(y) 0

D €' una retrazione che manda ogni funzione continua f in
una iniezione D(E£)=Ax.0y.x u £(y) ottenuta <chiudendo tutti
gli insiemi x<Pw sotto l'applicazione di f (cioe' D(f) (x) =
¥ 4 £ix) u EEX)): W wes e

D(f) (x) = N{ylxsSy & £(y) <y}

11 fattc notevole e' che D e' qualcosa di piu' di una
retrazione, come stabilisce la seguente:

Prop_17 (Scott) La funzione D e' una iniezione e l'insieme
dei punti fissi di D o' esattamente l'insieme di tutte le
iniezicni 0

Questo giustifica la notazione x:D fin qui usata per
indicare che x e' mnna iniezione, e giustifica anche in
asscluto il concetto di iniezione. La funzione D sembra
incarnare il concetto di "dominio di tutti i domini", la cui
esistenza e! stata 1ipotizzata in molti lingnaggi di
programmazione; ha senso infatti scrivere D:D e anche D®&D:D,
pDeD:D, DBD:D. UIn risultatoe di guesto genere non poteva

essere ottenuto considerando semplicemente le retrazioni,
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perche!' l'insieme di tutte le retrazioni non e' un retratto.
Resta da dimostrare la possibilita' di costruire domini a
partire da equazioni ricorsive del tipo:
tree = bool® (treeftree)
Prop_ 18 (Scott)
£:00D => Y£iD 0

Tl dcminio R{tree) puo' quindi essere definito come
retrattec di tree = fd.bhoold (ded) .

La Prop 18 consente di risolvere semplicemente un problema
finora lasciato aperto, e cioe' 1la costruziope di un
modello del J-calcole puro. In tale modello e' dato dalla
scluzicne dell'equazione

d = dbd
cioe' dal minimo punto fisso della funzione f=f(d:p)->n.dB4d
che puo! essere ottenuto per la Prop 6 come limite della
sequenza:

£4%) ; £UER)Y; ossia
D(2)PD(+), (D(L)DD{L))D(D(L)BD{L)), oo

o anche, essendo D (L) =i
ivi, [ADIIDBLOR), s
0gni elemento di questa sequenza e! una funzione
doppiamente strict e quindi Yf ha almeno due punti fissi: 2
€ . Questo e' sufficiente a mostrare che d non e' un
modello banale. Te proprieta' (@), (3) e (n) si possono poi

facilmente verificare.
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Per gli scopi dei capitoli seguenti e' opportuno
ridefinire alcune delle nozioni introdotte nell'uyltimo
paragrafo [I.2.47], T1 problema e' puramente tecnico e
riguarda solo la conmplessita!’ delle espressioni che
coinvolgono domini, e non della Jloro sostanza. Per le nuove
definizioni si usera' la stessa notazione delle vecchie. Tn
questo paragrafo la distinzione sara' chiara dal contesto,
mentre nei capitoli sequenti si intendera' di usare sempre
le nuove definizioni.

€a%, ... ,a[nJP = <a% . €A[N)pF> o6 > n>" 1
Per selezionare gli elementi di una lista si usera' 1la
notazione:

a.n = n->left (a),cight(a).(n-1)

—— T ——

<)

o
=
=
fa1]
.~
- |
d

i

(a™® ... (a[n)®y) .. ) 0

a%, ... ,afn]

P => a% ... 2afn] =z D 0
Vale la relazione

fa% ... ,aln]»

hog ... #b[n] <=> ¥0<i<n.a[i]:b[i]

In casc di prodotti 4i prodotti, l'estensione dei prodotti
multipli viene determinata dalltuso esplicito delle
parentesi: a%2(at®Ra2®a?®) e' il prodotto di due iniezioni
di cui la seconda e' il prodotto di tre iniezioni.

a%® ... Qa[n] = fa"m DR {-‘-1[!"!]@1-) " ) n=0 U
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A%, v gAERTY -3 P S -200 cantee @RI 2 D n
L'estensione delle unioni multiple viene determinato
dalltusc delle parentesi come in Nef 14. 1e unioni multiple
vengono usate insieme alle funzioni:
in{r,n,x) = r{f.fn x.n=><x,4>,<%,€f (n-1,x)>) (n,x))
is(n,x) = n->which!x),is(n-1,right (x))

out {x) = which!x)->left (x),out (right (x))

Valgono le proprieta':

in(a%® .o 0a[0);1.2) = esoraX[E s oo #5F
<=> x:afi) ¥0<i<n
18 (hy 8 ons ZL 3T 7 353Y = @RS - W0 dn
out g8y ve 1)y oA = xEdd ¥0<i<n
2, 0w X1 ]y v A 2@08 s ®aln )
&= - xaala) ¥N<i<n

Def 16 iterazioni

a* = pf. fx.<a (left(x)),f (right (x))> 0
Prop_ 21
a:D => a%:d n

T punti fissi Adi a®* sono del tipo 4a%, ... ,a[n]} oppure
4a% ... ,a[n], +.. ». A tal fine si puo' notare che ,:a*
(infatti a®:D => F<a™(#)). Gli elementi di R (a*) sono cioe!
le liste finite o infinite di elementi di R(a).

x:a* <=> left(x):a & right (x):a®
Gli elementi del lattice completo R(a¥*) sono cosi' ordinati:

¥x,y:a%, x<y <=> left(x)<left(y) & right(x)<right {y)

Def 17 insieni

setf{a) = [hf./fa x.x=leftla)->x,£f(right(a),x)) (a) n
Dove a €' interpretata come una 1lista di elementi 41 Pw
appartenenti ad un insieme discriminabile (per la precisione
esistono varie versioni di set, una per ogni insieme
discriminabile dal quale vogliamo costruire domini insieme.
Questa distinzione non verra' conunqgue fatta esplicitamente

ed ogni volta si supporra' di usare 1l'adeguata versione di
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set). Si usera' la sintassi (da non confondere con quella

usata per 1 veri insieni):

fa%, ... ,a[n1} = set(fa®, ... ,a[n})
Prop 22
¥a9;, ,vs ya[n])€Pw. {a%, .+» ;aln]isd 0

Vale la proprieta'

afil:x <=> x=fa%, ... ,a[i]), +++ ,a[n ]} ¥0<i<n



I.3: Il formalismo di Scott-Strachey

I.3.0: Semantica dei linguaggi

In [T.2], LAMBDA appare come un linguaggio privilegiato
perche!' wviene definito in molo da possedere (una volta
sviluppata la teoria delle funzioni continue) una semantica
semplice su Pw, In generale, dato un qualsiasi linguaqggio 1,
e' sempre ragionevole andare a cercare un modello che
rispecchi da vicino 1la struttura del linguaggio, cosi' che
la semantica (cioe' la funzione Ai valutazione) si riduca ad
una traduzions quasi lineare tra due formalismi diversi:
quello del 1linguaggio (nel nostro caso 1le stringhe di
LAMBDA) e guello del modello (le espressioni di teoria deqli
insieni).

I1 problema e' dove andare a cercare tutti questi modelli:
occorre sviluppare ogni volta una teoria simile a quella
delle funzioni continue su Pw? La risposta fortupatamente e!
no, perche' possiamo trovare proprio in Pw tutti i modelli
di cui abbiamo bisogno, costruendoli per mezzo di iniezioni.

L'altro problema e!' come esprimere le valutazioni. Tn
[I.2] e' stato usato un metodo (informale ma facilmente
formalizzabile) per cui ogni stringa di LAMBDA viene
proiettata su un opportuno valore in Pw, Per parlare di Pw
abbiamo adesso a disposizione un linguaggio ad alto livelle
(LAMBDA) ianplementato sul meno leggibile (ma semanticamente
ben noto) linguaggio macchina di teoria degli insiemi. Anche
LAMBDA e' adesso semanticamente ben noto, e con un passo 4di

astrazione possiano considerarlo avente una semantica
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propria, dimenticandoci del modello sottostante, Ta
semantica di un linguaggio L allora non viene data

In termini di elementi di Pw, ma (indirettamente) in
termini di LAMBDA-espressioni., La funzione di valutazione A4i
L si configura come un interprete per I. scritto in I AMBDA,
come viene mostrato 1in dettaglio nei prossimi paragrafi,
dove il linguaggio L scelto come esempio e!' (casualmente) lo
stesso LAMBDA,

I1 principale vantaggio di questo procedimento e' che
l'esistenza delle valutazioni e dei modelli (che sono spesso
assai complessi e poco intuitivi) non deve essere dimostrata
perche' e' garantita dal teorema del punto fisso (Prop f) e

dalle proprieta' di chiusura delle iniezioni (Prop 18).



’
TL. ?.1
- I.3.1: Domini sintattici
Per poter definire le valutazioni e i modelli in Pw, anche
-~ i linguaggi devono essere rappresentati in qualche modo in
Pw. Fissato un dominio di caratteri char (ad esempio char =
-
f0,17, ««. ,n}, il Jdominio dei primi n+1 numeri interi) una
- stringa del linguaggio sara' un elemento
x:string dove string = char*
-
A guesto punto abbiamo hisogno di un LAMBDA-termine
- parse : stringBexp
che +trasforma una stringa dalla sintassi abituale in
- : : : .,
sintassi astratta. Mettiamo a confronto questi due +ipi di
- sintassi per il linguaggio LAMBDA:
<varz := al®lal| ... Var = num
- <term2 := <var> exp = var ®
0 > ®
<term2+1 exp @
- <term>-1 exp ®
' <term2:><term2,<term> (expRexpRexp) #®
<term2 (<term?) (expRexp) &
- A<var2, <term> (varfexp)
I1 dominio exp viene detto dominio sintattico del
L .
linguaggio LAMBDA., Te wvariabili vengono rappresentate da
-~ numeri e lo zero dal dominio R{y)={y}. Un x:exp rappresenta
poi (ad esempio) un <term>+1 o un <term>-1 a seconda della
-
sua posizione nella unione disgiunta.
- La funzione parse non viene di solito definita
esplicitamente, ma vengono fornite delle proprieta' che 1a
-
caratterizzano e da culi puo' facilmente essere ricavata.,
- Usando la notazione
[s] = parse(s)
' - - - - -
e indicando 1l'n-esima variabile con a ed i termini con
- M,N,P (tutti elementi di R(string)) possiamo scrivere:
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[a] = in(exp,0,n)

[0} = in(exp,1,7)

[M+1) = in(exp, 2, [M))

[M=1) = in (exp, 3, (M)

[P:>M,N) = in(exp,t,{(P]),M),IN]})
[M(N)) = in(exp,5,fIM), (N)})
[fa.M) = in(exp,6,{n, [M]})

Un dominio sintattico e' gquindi un dominio wusato per
codificare un linguaggio. Questo rende piun' agevole 1la

successiva opera di valutazione del linguaggio stesso.



I.3.2: Domini semantici

Un dominio semantico e' un dominio usato come modello per
la semantica di un lingnaggio. Nel caso del LAMED? possiamo
fissare il modello:

val = any
cio' e' ovvio perche' un modello di LAMBDA e' proprio
Pw=R (any) . I modelli hanno in genere aspetti pia?
complessi; ad esemnpio un linguaqggio strictLAMBDA in cui
1'unico condizionale disponibile sia il condizionale
doppiamente strict "->" [T,2.2], ha come modello:

val = num® (valf@val)
in cui i valori sono i singoletti e le gerarchie di funzioni
su di essi, T domini semantici dei 1linguagqgi di
programmazione sono generalmente assai piu' complessi dai
quelli qui mostrati. 'In esempic non banale si trova in

[ITTI.2.1] ed @' il dominio semantico del linguaggio TAU.




I.3.3 Ambienti

'n ambiente e' una funzione che associa ad ogni variabile
un valore del modello e viene usata dalla funzione di
valutazione per memorizzare le variabili incontrate e i loro
valori.

env = vardval

Sugli ambienti si definisce una operazione di estensione,
cioe' l1l'associazione di una nuova coppia variabile-valore
che si aggiunge 2d eventualmente sSi sovrappone a quelle gia?!
esistenti

extend = J{n:num,v:val,e:env)->env.
Am.m=n:>v,e(m)

Si usa la notazioﬁe:

efv/n] = extend [n,v,e)
Come ambiente vuoto, da cui verranno costruiti tutti gqli
ambienti per successive estensioni, si usa:

arid = ¢

Notare che s:vardval.



I.3.4: Vvalutazioni

Una valutazione e' una funzione:
evaluate : expbval
che associa ad ogni stringa del 1linguaggio un valore nel
modello, Coninciamo col vedere una semplice funzione di
valutazione per LAMBDA:
evaluate = f{x:exp)=->val, eval(close(x) ,arid)

dove close:expDexp €' muna iniezione che trasforma tutte le
€spressioni in espressioni chiuse, eventualmente
racchiudendole in opportune J-astrazioni che legano 1le
variabili lihere, eval:expD (envDval) puo' essere scritta:
eval = f(x:exp,e:env)->val.

is{0,x)->e (out (x)),

is(1.,x)->0,

is{2,x)->eval {out (x),e) +1,

is (3, x) ->eval (out(x) ,e) -1,

is (4, x)=->eval {ont (x).0,e) >

eval lout {x).1,e) ,eval {out(x).2,e),
is (5,x)->eval (out(x) .0,e) (eval (out(x).1,e)),
is(6,x)->/fa.eval (out(x) .1,e[a/out(x).0]),»
E' comungue di uso corrente adottare una notazione meno

procedurale che racchiude in se' la definizione di eval e di

parse, La semantica di un linguaggio verra' d'ora in poi

presentata in gquesta forma conosciuta <come notazione 4

=0

Scott-Strachey, dove eval[Mle = eval(([M],e):

eval fa)e = ela)
evalfN)e = 0

eval[M+1]e = eval[M]e+1
eval(M-1)e = eval [M)}e-1
eval([p:>M1,N)

eval[H (N))e
eval[fa.M)e

evalfM)e (eval [N)e)
Aa.eval(M)ela/[a) ]

@ = eval|[P)e:>eval[M)e,eval [N)e
Nella semantica di linguaggi diversi da IAMBDA si presenta
un problema tecnico a proposito dell'immersione dei valori

neqgli appropriati domini semantici., Ad esempio nel gia’
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citato strictLAMBDA [7.3.21 con modello val=num® (valdval):

eval(il+1)e = let

i

n<-eval [M)e
is(0,m)=>»in (val,0,out(m) +1) ,+

cioe! [M)} deve valutare ad un numero ({0-esimo addendo
dell'unione disgiunta wval) ed in tal caso il valore di ™
viene incrementato di 7 e iniettato in val con 1'operazione
in. In certi casi puo' essere problematico ricordarsi che 0
corrisgende all'addendo num, 1 all'addendo (valDval) ecc.
Si converra' allora di etichettare gli elementi delle unioni
disgiunte e si utilizzeranno queste etichette nelle funzioni
is e in al posto dei numeri d'ordine. Fcco come esempio la
semantica del linguaggio strictTAMBDA:
val = num::num®fun:: (valdval)

eval [a)e = ela)
eval(0)e = in(val,num,0)
eval[M+1)le = let m<-evalfM)e
in is(num,m)->in(val,num,out(m)+1),s
evalM-1)e = let m<-eval[M]e
in is(num,m)=->in(val,num,out(m)-1),+
eval [P->M,N}e = let p<-eval[Ple
in is(num,p) ->out (p)->
eval[M)e,eval [N)e,+
let m<-eval[M)e
in is(fun,m)->out (m) (evalIN)e),r
infval,fun, (fa.eval[M]el[a/Ta)]))

evalm(n e

evallfa.M}e

"

Una analoga convenzione Si usera' per 1 prodotti: se
X:(afz:do@ ... ®a[nl::4[n]) allora per ogni NM<i<n si
definisce

x.2[1] = 2.1
E' bene sottolineare che "a::d" e "x,a" non sono operazioni,
ne' rappresentano LAMBDA-termini, ma sono solo notazioni che
permettono di  usare nomi per naumeri, allo scopo di

migliorare la leggibilita' delle espressioni,



I.3.5: Continuagioni

Le continuazioni sono state introdotte come uno strumento
per la descrizione della semantica del goto e di vari regimi
di contrcllo non applicativi [Reynelds 74] [ Strachey 7417,
la discussione verra' condotta snlla base di un esempio: il
linguaggio LAMBDA+goto di cui viene data la segunente

semantica:

val = any
envy = vardval ; arid =
cont = valDval ; stop = f{x:val)->val.x

evaluate = [f(x:exp)->val, eval (close (x) ,arid, stop)

k (e[a))
k()

evalfa)ek
eval [0)ek
eval [M+1)ek evalfM)e (Lv.k (v+1))

eval[M=-1)ek evalfM)e (fv.k (v=1))

eval[P:>M,N)ek = eval(P)e (fv.v:>eval [Mlek,eval IN)ek)
eval([M (N) ek = eval|[M)e (Av.k (v (eval[N)e stop)))
evaljfa.M}ek = k(fa.eval[M)el[a/la) IJstop)

evalfa:M)ek = evalfa) (he'.e[evalM)e' stop/fa) Dk
eval [goto a)ek = avalla)e stop

non

Come si vede eval ha un argomento in piu': una
continuazione k:valdBval. evall[M)ek ha il significato di
valutare [M) nell'ambiente e, e poi passare il valore v di
My a k effettuando lrapplicazione k(v) {(infatti M valutera'
sempre in fin dei conti ad una variabile, a zero o ad una
astrazione, e la semantica di questi costrutti et
esattamente del +tipo k( ... ), mentre per gli altri
costrutti si ha wuna chiamata ricorsiva ad eval)., 7Ta
continuazione ha il senso di "cio' che si fa dopo 1a
valutazione di [M]" e impone una rigida sequenzializzazione
delle valutazioni. »»d esempio cio' che si fa dopo 1la
valutazicne di (M) in [M+1) e' (Av.k(v+1)), cioce' si prende

il valore v di (M), lo si incrementa e poi si fa cio' che
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rimaneva da fare dopo la valutazione di [M+1), cioe' k. Alla
fine rimarra' da fare solo stop=/fv.v , la continuazione
finale, € se v e' il valore calcolato fino a guel momento,
stop{v)=v e otteniamo il risultato.

evaluate 710+1)) eval {0+1)arid stop

eval [OYarid {fv.stop(v+1))
(Av.stop(v+1)) (0)
stop (0 +1)

4

A O | R 1

I1 condizionale ¥P:>M,N)] viene trattato valutando [P) e
lasciande alla continuazione il compito di scegliere tra
valutare |[M) o [IN) a secondo del valore ai [ry.
Nell'applicazione [M/W)} si valuta (M) e si passa il suo
valore alla continuazione, la quale 1lo applica al valore di
[N). Nella J-astrazione [fa.M) si passa alla continuazione
una funzione che valuta [M] con la continuazione stop.

In (fa:M)Y i1 valore della label (variabile) (fa) viene
definito come il valore dell'espressione ad essa associata
IMY. Il valore di M) va pero' calcolato tenendo conto della
eventunale presenza di goto nel sno interno, e il valore 4i
un goto e' definito come il valore della sua label. Se
questa label e' (fa), siamo di fronte ad una definizione
circolare e per risolverla occorre un punto fisso

evalla:M)ek = evallM) (he'.el[eval[M)e' stop/fla) Nk
cioe' M) viene valutato in un ambiente in cui ad [ra) e'
associatec il valore di M) (valutato in un ambiente in cui
ad fa) e' associato il valore di [M) ... ecc.,) come se (M)
fosse gia' stato valutato.

Quando in {MY si incontra un [goto a) il valore del goto

€' il valore di fa), ignorando la continnazione:

€val [goto alek = evalfa)e s

e+

op
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Incontrare un Jgotoe a) non e!' la stessa cosa che
incontrare semplicemente (fa). Questo succede perche!' 1la
continuazione da utilizzare dopo il salto e' quella di fa:M)
e ncn quella del goto,

Nel mcdo illustrato si possono effettuare solo salti
all*indietro ad muna etichetta gia' incontrata, ma il
costrutto e' adesso facilmente generalizzabile:

evali[a®:M0, ... ,a[n]:M[n]])Yek =

evalfa®) (he'.efeval[M0)e' stop/la®)] ...
feval[(M[n]te' stop/faln]) Nk



I1.3.6: Memorie

I1 linquaggio TAMBDA che stiamo adoperando per dare 1la
semantica dei linguaggi e' totalmente privo di side-effects.
Come e' possibile allora dare ad esempio 1la semantica
delltasseqnamento? Ter poterlo fare occorre complicare un
ro' 1la struttura deqgli ambienti e delle continuazioni e

intrcdurre i domini delle locazioni e degli stores.

loc = num

env = vardloc

arid =

store = free::locfval:: (locPval)
void = ¢7,+?

cont = valbD{storeBval)

stop = f(x:val,y:store)->val, x

n anmbiente e' adesso una funzione che fa passare da
variabili a locazioni; le locazioni contengono poi i valori
delle variabili. TUno store e' una coppia costituita dalla
prima Jlocazione ancora libera (cioe' dal Suo numero
d'ordine) e da una funzione che associa ad ogni locazione il
suo valore, lLe continnazioni hanno un secondo argomento che
e!' uno store, e che viene passato da uwna continuazione
alltaltra per preservare le modifiche (cioe' le estensioni)
che vi sono state operate. Si useranno 1le funzioni di

estensicne:

extend = f(n:num,l:loc,e:env)->env.
Am.m=n-3>1,e (m)
assign = f(n:num,v:val,s:store) ->store.

{s.free, fm.m=n->»v,s.val (m) }
allocate = (f(v:val,s:store)->store,
{s, free+1,assign(s.free,v,s)?
con l'usuale abbreviazione e[l/n] = extend{n,l,e). Assiqgn e!
1'analogo di extend sugli stores. Rllocate invece mette un

valore in una locazione nuova, mai usata prima, e incrementa

il puntatore alla prima locazione libera, s.free.
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Vediamo guindi la semantica del lingnaggio LAMRDA+assign:

evaluate = Jf[x:exp)->val,
eval {close (x) ,arid,void,stop)

1}

{1) evalla)esk k{s.val (e[a)),s)
{(2) eval[d)esk = k1,s5)
{3) evalll+l)lesk = eval [Mles{fv s.k{v+1,s))
(4) evalM-1]lesk = eval [Myes (/v s.k(v-1,5))
{5) eval{P:>M,N)esk =
eval [Ples fv s,v:>eval [M)esk,eval [NYesk)
(f) evalM(N))esk =
eval [Mles (/v s.eval [(Nles{fv's'.k(Vv{v',s'),s')))
{7) evallfa.M)esk =
k{fa s.eval["]e[ s.free/[a) Jallocate (a,s)stop)
{8) evalfa<-lM)esk = eval[M)es (/v s.k(v,assign(efa),v,s)))
{(9) eval{l[M9, ... ,Mn]]yesk =
eval [M0%)es [ fvOos®,.eval (Ml)es(fvist, ,,
eval[M[n]}esk .. ))

Fval ha ancora un argomento in piun': uno store. evalM)esk
significa adesso valutare [M) nell'ambiente e e nelln store
s, e passare il wvalore v di M) ed il nuovo store s!
(nodificato dalla valutazione di [M)) alla continuazione k.

Gli stores venjono modificati per semplice estensione,
come gli ambienti, Ta differenza sta nel modo in cui i primi
vengono usati, passandoli sempre attraverso le
continuazioni. Tn guestoc modo una volta che uno store e?
stato modificato dalla valutazione di un assegnamento f[a<-M)
non c'e' nodo di recuperare il vecchio valore di (fa), in
nessuna parte del prograama. Questo contrasta c¢ol tipico
funzionamento a stack degli ambienti, per cui una variabile
globale puo' essere coperta da una variabile locale, ma puo?
tornare poi accessibhile.

Commentiamo le equazioni semantiche. Nella (1) il valore
di una variabile si ottiene ricavando prima la locazione in
cui questa e' contenuta con e[a), € poi applicando alla
locazione la parte funzione dello store. Le (2) (3) (4) (%)

si 1limitano a passare oltre lo store. La (9) e' nwuna
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valutazicne sequenziale di n termini, il cui valore e!
1'ultime termine. Ia (7)) implementa l'assegnamento passando
alla continuazione k uno store esteso col nuovo valore della
locazione ela)l. Ia variabile [(a) si riferisce ora alla
stessa locazione, ma ad un diverso valore. Nella (7)) si
puo' vedere che gli stores vengono passati alle funzioni al
momento dell'applicazione, insieme all'argomento. Tn questo
modo la stessa funzione puo' essere valutata in stores
diversi, con diversi valori (ma stesse locazioni) per le
variabili 1libere, Per ogni variabile 1locale e per ogni
attivazione di funzicne viene yenerata una nuova locazione
in cui viene posto i1 wvalore dell'argomento. La (6) mostra
un meccanismo di chiamata per valore: prima si valuta
1*argomento [N} @ poi si fa l1l'applicazione nello store
generato dalla valutazione di (NY. Durante il passaggio dei
parametri gli argomenti vengono "copiati" (cioe! il
passaggio non e' per locazione): a causa della generazione
di sempre nuove locazioni per 1 parametri formali, un
assegnamento ad una variabile 1locale non puo' ripercuotersi
in alcun modo nella funzione chiamante:

(Aa.[ (fx.x<=2) (@) ,a]) (3) = 3

Una chiamata per nome puo' essere realizzata secondo 1la
tecnica dei thunks dell'ALGOL:

(1') eval falesk = k(s.val(ela)) (s),s)
(6') eval[M(N))esk =
evalMles (fv s.k(v(fs.eval[N)es stop),s))
Tutti i parametri attuali in (6') vengono trasformati in
funzioni (thunks) che aspettano uno store nel quale valutare

il loro corpo (che e' il parametro attuale vero e proprio).

I parametri formali, cioe' le variabili, vengono valntate ad
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il 1loro valore (un thunk) viene applicato allo store
corrente, In questo modo gli assegnamenti presenti nei
parametri attuali vengono eseguiti ogni volta che viene
valutato il parametro formale corrispondente nel corpo della
funzicne:

(A3« (Ax.[x,Xx,x]) (a<=a+1)) (0) = 3

na ulteriore discussione sul passaggio dei parametri si

trova in [ITI.5].



I.W4: Trasformazioni_di_interpreti

T.4.0: Interpreti metacircolari

A gquesto punto dovrebbe essere chiara la potenza del
netodo di definizione della semantica illustrato ne)
capitolo precedente, e di come esso riesca ad esprimere
tutti i concetti teorici ed implementativi coinvolti nei
linguaggi di programmazione, In esso e' possibile definire
vari tipi di semantica per 1lo stesso 1linguaggio (una
semantica astratta, un interprete, un compilatore, un
loader, un 1linker ecc.) e dimostrare 1la loro equivalenza
[Milne 76]. Il metodo si e' rivelato in grado di fornire la
semantica di linguaggi reali come il Pal [Milne 71] e
1'Algol68 [Milne 727 e fornisce una completa soluzione
teorica e pratica al problema della semantica dei linguaggi
programmativi,

Tuttavia l'argomento non si esaurisce gui. Non si puo' non
notare ad esempio una certa pesantezza della notazione che
ruo' contribuire ad oscurare, invece che a chiarire, il
significato di certi costrutti. Inoltre una descrizione
della semantica deve servire anche come base per una
implementazione, e non deve precludere possibilita' di
bootstrapping (una TLAYBDA-machine e' molto difficile da
implementare ed in ogni caso costituisce uno strato di
software aggiuntivo tra un lingnaggio e la sua macchina).

Per questi motivi faremo un salto di astrazione simile 3
gquellg compiuto in [T.2.07: se abbiamo dato in LAMBDA 1la

semantica di un linguaggio L, adesso 1 e' ben noto e
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possiamo dimenticarci di LAMBDA utilizzando sempre L. 1la
prima cosa che faremo in L e' scrivere un interprete per 1,
analogamente a quanto abbhiamo fatto in [T.3.4] per LAMBDA,

Un interprete scritto in se stesso viene detto metacircolare

e 1'utilita' di questa tecnica e' nota ad esempio in vari
rrcblemi 4i bootstrapping.

Tl passo successivo consiste nell'introdurre
trasfcrmazioni successive nell'interprete metacircolare per
semplificarlo e renderlo sempre piu' simile ad un interprete
in 1linguaggio macchirna. Il risultato e' un interprete
iterativo scritto ancora in L, ma che non utilizza
caratteristiche complesse di I (come la ricorsione, i
ritorni funzionali ecc,), e che puo' essere tradotto uno a
uno in un linguaggio macchina, Le trasformazioni da
effettuare sono standard e sono valide praticamente per oqni
linguagqio procedurale. In [ITI.N] e [ITI.1] viene seguita
questa traccia per il 1linguaggio TAU, mentre in questo
capitcle viene illustrato il procedimento ponendo 1 =
strictLAMEDA.

Prima di poter scrivere un interprete metacircolare per il
linguaggio strictI AMBD2 (di cui abbiamo visto in [T.3.4] un
LAMBIA-interprete) occorre in qualche modo fornire
strictLAMBDR di domini e relative operazioni, analogamente a
quanto abbiamo fatto in [T.27] per LAMBDA. Estendiamo gquindi
strictLAMBDA con le seguenti ({strictLAMBDR-) definizioni:

(1) *+ = (fx.x(x)) (Ax.x (X))

(2) x=y = (WEAX Yox—2>(y=-20,1),¥-21,£(x=-1,y=-1)) (x,¥)

(3) <a,k> = fx.x->a,b
() left = fa.a(")

(5) right = fa.a (1)
{(6) a®%b = gx.a(b(x))
(7) any = 1 = fx.x

(8) bocl = Afx.x->0,1
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(9) num = pf./fn.n=3>0,f n-1) +1
(10) fun = Af x.f (x)
{11) abb = Ax.h9%x%3

{12) A(x:a)->h.M = {aBh) {Ax.M)
A{X22a%, e pX R ]ralnP=2bi =
Ax%:a?2)->any. «.. f(x[n]:a[n])=->b. M
(13) a9, vs. galoF = s, ‘T HillR] ;8" .+ > 120
(14) a.n = n->left (a),right (a). (n-1)
{15) a%® ... Ra[n] = fx.$a%°{x.0), ... ,a[n]{x.n)}
{16) a®® ,.. #a[n] =
Ax.left (x)=> 0,20 (right(x)))>, +e.
left (x-n)-> <n,a[n](right(x))>,2
(17) in(r,n,x) = r({<n,x>)
(18) is({n,x) = [(n=left (x))
(19) out(x) = right(x)
(20) a* = pf./ x.<a (left(x)) ,f(riqght(x))>
{21) set{a) = [Nhf.fa x.x=left(a)->x,f(right({a),x))) (a)
(22) fa®, ««. ,a[n]} = set(fa®, ... ,al(n]t)
(23) efv/n] = Am.m=num{n)=->val {v) ,env(e) (m)

Le differenze tra queste strictLAMBDA-definizioni e 1le
cmonime LAMBDA-definizioni risiedono soprattutto nel fatto
che in strictLAMBDA non sono esprimibili e u. Per guanto
riguarda 1 domini 1'uso di queste definizioni in [T.2]
avrebbe portato a delle retrazioni, ma non a delle
iniezioni.

Tutte 1le notazicni metasintattiche introdotte per il

LAMBDA saranno applicate anche a strictLAMBDA.
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T.4,1: RBliminazione della ricorsione

Ceminciamo guindi con lo scrivere 1'interprete
metacircolare del linguaggio strictLAMBDA:
Interprete 2

var = nunm
exXp = var::var 9

zero::1+ #

succ::exp #

pred::exp @

cond:: {if::expfthen::expRlelse: texp) ®

appl:: {fun::exp®arqg::exp) @

lamb:: (bindaer::var@body::exp)

val any

env varbval

arid = f(x:var)->val.+

evaluate = fix:exp)=>val. eval (close (x) ,arid)
(1a) eval fa)e = <«
{2a) evalflle =
(3a) eval[M+1)e evallMle+
{4a) evalfM-1]e aval[M)e-1
(5a) eval[p-3>M,N]e = eval|[P)e->eval[M)e,evallN)e
(6a) eval[M(N)]e aeval [M)e (evall)e)
(7a) eval [fa.M]e Aa.eval [MYela/la) ]

[t%

fa)

]

hnn

i

Duesto interprete e' strettamente ricorsivo nel senso
della sequente definizione:

Def Una funzione f=(fx. ... f ... ) e' strettamente

ricorsiva se almeno una delle chiamate ricorsive a f nel
corpo di f:

i) ccmpare come argomento di gqualche funzione g diversa dal
corndizionale, oppure:

ii) compare come primo argomento di un condizionale 0

Tn (3a) ad esmpio eval e!' argomento della funzione +, in

(5a) e' primo argeomento di un condizionale e in (6a) e!
argomento di se stessa.

Una funzione non strettamente ricorsiva prende il nome di
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iterativa, perche' in questo caso le chiamate ricorsive
FOosSsono essere implementate semplicemente con una
riassegnazione dei parametri formali con i nuovi parametri
attuali, € con un salto allt'inizio della funzione.

La definizione e' intuitivamente generalizzabile alle
funzicni mutuamente ricorsive. Essa e' inoltre una
definizicne sintattica: possono esistere due
rappresentazioni della stessa funzione, una strettamente
ricorsiva e una iterativa. 7n modo sistematico di
trasformare una rappresentazione strettamente ricorsiva in

una iterativa @' quello di introdurre le continuazioni.

Interprete B

valbval
Alx:val)=>val, x

cont
stop

[T

evaluate = f(x:exp,k:cont)->val,
eval (close (x) ,arid,stop)

{1b) evalla)ek
{2b) evall0]ek
(3b) eval[M+1)ek aval (Mle (Av.k (v+1))
{4bh) eval [M=1]ek eval [M)e (Av.k (v=1))
{5b) eval {p->M,N]ek =

eval [Ple (fv.v->eval[M] ek,eval [N)ek)
{6b) eval M) )ek eval{Mle(fv.k(v{eval[N)e stop)))
{7b) eval[fa.M]ek k{fa.eval[M)le[a/la) ]Jstop)

k {era))
k (D)

wou

o

i

Adessao la (3b)

1]

la (4b) sono diventate iterative, e
questo e!' gia' un passo avanti. Nelle (5b) (6b) (7h) ci
sono ancora delle chiamate strettamente ricorsive, ma queste
scompariranno nel corso di successive trasformazioni,
effettuate per altri motivi, Il merito andra' comunque alle

continunazioni,
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I,4.2: Fliminazione deqgli argomenti funzionali

Sempre nel tentativo di ricondurci a interpreti via via
riu' semplici, cerchiamo gquesta volta di eliminare quelle
funzioni passate cone arqomenti ad altre funzioni.
Nell'interprete B, queste sono gli ambienti e:vardDval e le
continuazioni k:valBval., TLa f-astrazione in (7b) non viene
considerata, perche' in realta' e' un ritorno funzionale
(cenfrentare con (7a)) e sara' oggetto del prossimo
raragrafo, Cominciamo con ¢gli ambienti. Un modo Adi
eliminare una funzione e' guello di sostituirla con un dato
che 1la rappresenti., Ridefiniamo gquindi env nel seqguente

modo:

o
e |
L]
-

jo]
H
P
jo )
E

Adesso env @' una lista di coppie variabile-valore., 1In
(1k) gli ambienti venqgono applicati come funzioni e dobbhiamo
in qualche modo simulare questa applicazione. Se indichiamo
con env[fcold] la wvecchia definizione (funzionale) di env, e
con envinew] 1la nuova, abbiamo bisogno di una funzione f
tale che

Ya. env[iold](a) = f(env[new],a)

na funzione che soddisfa questa condizione e!

lockup = f(x:var,e:env)->val,
x=out (e) .var->out (e) .val,
lookup(x,out (e) .env)

Lookup e' iterativa © gquindi non abbiamo peggiorato 1la
situazicne precedente, Adesso possiamo scrivere un

interprete con un solo tipo di argomenti funzionali (le
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continuazioni), che e' identico al precedente tranne che in
{1b) =

(1b') evalfa)ek = k(lookup(fa),e)) e dove in {7h)
"e[a/fa) ]" abhrevia ora la nuova definizione di extend.

L'eliminazione delle continuazioni e! un po' piu?
ccnplessa perche' ve ne sono di quattro tipi diversi in (3bh)
(ub) (5b) (6b) . Tnoltre se vogliamo sostituire 1a
continuazione in (5h) con un dato, dobbiamo memorizzare in
guesto dato anche |[M),[IN),e,k che sono variabili 1libere
nella funzione di continuazione e variano da una chiamata
all'altra (da un dato alltaltro). Ridefiniamo quindi 1le
continuazioni in questo modo:

stop
cont

in(cont,stop,4)
stop::+ 4
succcont::cont
pradcont::cont #
condcont:: {then::expRelse::expf
env: :envRcont::cont) @
applcont:: {(arg::expR®env::env@cont::cont)

i

La funzione che si preoccupa di simulare 1'applicazione
delle continuazioni e' allora:

capply = f{k:cont,vival)->val,

is(stop,k) ->v,
is (succcont, k) ->capply (out (k) ,v+1),
is(predcont, k) ->capply (out (k) ,v-1),
is(condcont, k) ->

eval (v->»out (k) .then,out (k) .else,

out (k) .env,out (k) .cont),

is {applcont, k) ->

capply (out (k) .cont,

v (eval (out (k) .arg,
out (k) .env,stop))) ,+

carply fallisce di essere iterativa solo per la chiamata ad
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eval nell'yltima riga. L'interprete diventa:
Interprete C

{1c) evallalek = capply(k,lookup([a),e))
{2c) eval [f)ek = capply(k,0)
(3c) eval[M+1)ek = eval[M]e in{cont,succcont, k)
{4c) evalm-1)ek = eval [M)e inlcont,predcont,k)
{5¢c) evallp-»M,N)ek =
eval [P)e inf{cont,condcont,4[M), [N),e,k})
{6c) eval[M(N)]ek eval[M)e in{cont,applcont,§[N),e,k})
(7c) eval]fa.m)ek capply (k, {(fa.eval [M)]e[a/[a]) Istop))

[




I.4.3: Elipinazione dei ritorni funzionali

Notiamo <c¢he in {7a) viene ritornata come valore una
funzicne, o equivalentemente che in (7b) e in (7¢) viene
passata una funzione ad una continuazione. Questa e' una
prerogativa di non molti linguaggi (tutti gli algol-like 1a
escludconec) e in jenere non Fpossiamo sSperare che un
linguaggio mwmacchina la posseqga o la possa facilmente
implementare. T1 nostro compitc sara' quindi quello di
eliminare i ritorni funzionali facendo ritornare, anziche!
una funzione, un dato che 1li rappresenti.

Poiche!' stiamo compiendo una trasformazione sui valori
della valutazione, il nostro modello, che finora era
val=any, diventa:

val = num::num ® closure::closure
closure = text::expRenv::eny

On valore o' un numera, oppure una chiusura (una coppia
testo-ambiente) rappresentante una funzione. Occorre come
al sclito una funzione che simuli 1l'applicazione d4i una
chiusura ad un argomento:

apply = f(f:closure,a:val,k:cont)->val.
eval (out {out (f).fun),body,
g?t(f).env[a/out{out(f).fun).binder],

Dove se £={[/fa.M),e}? allora eval{ ... , +++ ,K) equivale
a scrivere evalfM}e[a/la) Jk. Notare che anche apply e' una

funzione iterativa.

Ecco il nuovo interprete che presenta modifiche in (2d) in
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(7d) e in capply:

—_ e T e e

(1d) evalla)ek = capply(k,lookup(la),e))
{2d) eval[0)ek = capply(k,in({val,num,0))
(3d) evalM+l]lek = eval[Mle in{cont,succcont,k)
(4d) eval[M-1)ek = eval [M)e in(cont,predcont,k)
(5d) eval [p->»M,N]ek =
eval [P]le infcont,conicont,q M), [N),e,k})
(6d) eval [M(N))ek evalfM]e in(cont,applcont,{N],e,k})
(7d) eval [fa.M)ek capply(k,in(val,closure,{{fa.M),e}))

non

capply = f(k:cont,v:val)->val.
is(stop, k) =>v,
is (succcont, k) ->»is(num,v) ->
capply (out (k) ,in(val,num,out(v)+1)),4,
is {predcont, k) ->is(num,v)=>
capply tont (k) ,in(val,num,out(v)-1)),+
is (condcont, k) =>is (num,v)=>
eval (out (v) ->»out (k) . then,out (k) .else,
ont (k) ,env,out (k) .cont) ,+,
is (applcont,k) ->
apply({v,eval (out (k) .arg,ount (k) .env,stop),
out {k) .cont) ,+
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L'ultimo interprete presentato fallisce di essere
iterativo solo per la chiamata ad eval effettuata
nell'ultima riga di capply. Quella chiamata e' provocata dal
meccanismo di call-by-name di passaggio dei parametri, per
il guale prima si effettua l'applicazione, e poi si valutano
i parametri attuali se e quando si incontrano i parametri
fermali corrispondenti, In un linguaggio con call=-by-valune
questa difficolta' non si presenta ed il relativo interprete
sarebbe a guesto punto completamente iterativo.

I1 problema viene risolto sostituendo 1la chiamata ad eval
con una struttura dati che la rappresenta, detta
cui wvalutarlo. TLe sospensioni vengono sempre 1legate a
parametri formali da apply, e lookup ha il compito di
forzare la valutazione delle sospensioni richiamando
{iterativamente) eval,

Ecco gquindi finalmente un interprete completamente
iterativo:

Interprete_ 70

var
exp

num
var::var ®

zero::+ @

succ::exp 4

pred::exp ®

cend:: (if::expRthen::expRelse: ;exp) ®
appl:: (fun::expRarg: :exp) @

lambz:: (binder::var@body::exp)

Inon



(1e)
(2e)
(3e)
(4e)
(5e)

(6e)
(Te)

Tnterprete iterativo T.4,4

env = arid::+ @
assoc:: (var::varlsusp: :susphenv::env)
arid = inlenv,arid,a)
= eXxp::i:expenv::env
extend = f(n:var,v:val,e:env)->env.,
in(env,assoc,{n,v,e})

lockup = f(x:var,e:env)=->val,
x=out (e) .var->»
eval (out (e) ,susp.exp,out (e) . susp.env,stop) ,
lockup!x,ount {e).env)
cont = stop::+ &

succcont::cont @

predcont: :cont @

condcont:: (then::expRelse::exphf
env::envlcont::cont) &

applcont:: (arqg: :exp®env::env@cont::cont)

in (cont,stop,4)

I

stop

val = num::num ® closure::closure
closure = text::exp@env::env

apply = f(f:closure,a:susp,kicont)->val,
eval {out (ont(f) .fun).body,
out (f) .env[a/out fout (f) .fun) .bhinder ],

k)
evalfa)ek = capply(k,lookup([a],e))
evall0)ek = capply(k,in(val,num,0))
evalM+1]lek = eval[M)e in(cont,succcont,k)

eval [M-1]ek = eval[M)e in(cont,predcont, k)
eval[p->M,N]lek =

avalPle inf(cont,condcont,{[M), (N}),e,k})
eval [M(N)]ek = evalIM)e in(cont,applcont,{IN),e,k))
eval [fa.MYek = capply(k,in(val,closure,{[Afa.M),e}))

capply = f(k:cont,v:val)->val.

In

modo

is (stop, k) ->v,
is (succcont , k) ->is(nunm,v)=>
capply fout (k) ,in(val,num,out(v)+1)),*,
is (predcont k) -?»is(num,v)->
capply fout (k) ,in(val,num,out(k)-1)),+,
is {condcont k) =>is(num,v) =>
eval {out (v) ->out (k) . then,out (k) .else,
out (k) .env,out (k) .cont) ,4,
is (applcont, k) ->
apply (v,font (k) .ary,out (k) .env},out (k) .cont) ,+

questo interprete le continuazioni corrispondono grosso

allo stack di controllo negli interpreti per linguaggi

di programmazione. Vi e' pero' una differenza fondamentale

nel meccanismo di chiamata delle funzioni. Consideriamo il
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programmas
let £<-Ax.x in £4M)
L'esecuzione di f{0) in un normale interprete provocherebhe
la crescita dello stack di controllo, sul guale verrehhe
aggiuntc un punto di ritorno per la valutazione del corpo di
f. Vediamo invece <che cosa accade con 1le continuazioni
sviluppando la semantica di £1({0):
evall {fx.x) {7) )arid stop =
evall{/fx.x)arid in{cont,applcont,q(0),arid,stop}) =
capply(in (cont,applcont,{[") ,arid,stop}),
in{val, closure, {[AIxX. x),arid})) =
apply {in {val,closure, { [fx.Xx]) ,arid}),
€10),arid},stop) =
eval [x)arid[ £17),arid}/[x] ]Jstop

Come si vede nell'ultima riga, nessun punto di ritorno e?
stato aggiunto allo stack di controllo (che e' ancora stop)
dopo 1l'applicazione di f(0). Cio' accade perche!' il
puntatore di ritorno di £(9) e' lo stesso di x (corpo di f)
e sara' la valutazione di x a preoccuparsi di far ritornare
il valore finale al punto giusto:

eval[x)arid[4I7),arid®/[x) Istop =

capply (stop,lookup([x),acid[4[0) ,arid}/[x)])) =
lcokup(Ix),arid[§0),arid}/Ix)]) =

eval)0)arid stop =

capgply(stop,in(val,num,0))=

in(val,num,9)

Lo stack di controllo viene quindi alzato sole guando c'e!
strettamente hiscgno di un punto di ritorno per svolgere una
computazione subordinata, e non quando la seconda
computazione @' semplicemente successiva alla prima. Tn
quest'ultimo caso rientrano tutte le funzioni iterative (non
strettamente ricorsive [I.4.171]) che anche se espresse
ricorsivamente, vengono dimplementate iterativamente (cioce!

senza ecspansione dello stack 4i controllo).

lna importante consequenza di questo fatto e' «che un
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linguaggio di programmazione non ha bisogno di costrutti
rrimitivi per 1'iterazione (for, while, loop ecc.) perche!
questi possono essere implementati ricorsivamente a software

senza perdita di efficienza.



IT: TL LINGUOAGGTIO TAU: NOTE SULLA SEMANTICA

I7.0: Notazioni

IT.1: Costanti

TI.2: Variabili

e e

—————

IT. 10: Supertipi

IX.13: Tecniche_di_supporto




_TI.nIn

II.0: Notazioni

IT.0.03 Notazioni definitorie

Nel sequito per meglio parlare delle singole occorrenze
delle variabili, queste verranno indicizzate
progressivamente da sinistra a destra:

Aat. (fb2.£3 (a*) (bS)) (££6.97 (£®))
dove atl, b2 e f% sono binders, f3 e g7 sono occorrenze
libere e a4, bS5 e f? sono occorrenze legate.

Come notazione si introduce anche 1la sostituzione d4i un
termine al posto di una occorrenza di una variabile; ad
esempio M[N/x3 ] con significato ovvio e purche' x3 non sia
un binder. La numerazione delle variabili di M e di ¥ viene
rinormalizzata dopo una sostituzione:

(Ax2 L2 {x3(x*) )} [ (Xa¥sa2) /23] = (Ax*:£2 ((fa%.a%)(x%)))

Infine se M e' un termine con occorrenze numerate si puo!
anche scrivere

AxO .M
e in questo caso la numerazione di M resta invariata, Ove
non ci sia bisogno di accessivo rigore, la numerazione delle

variabili pno' essere parziale.

I domini semantici del TAU sono indicati da lettere

maiuscole (V,B,N,S, ecc.) [II.0.1].



IT.0.1: Notazioni metacircolari

Per non cadere in un circolo vizioso €' necessario dare
una spiegazione informale di alcune caratteristiche del Tam
che verranno usate metacircolarmente per spiegare il Tam.
Queste caratteristiche si riducono essenzialmente alle
strutture dati, dai cui viene data in [II.3]ed in [IT.10)
un'ampia descrizione.

Questa seconda parte dovrebbe essere letta in parallelo
alla terza, in gunanto i frequenti riferimenti non sono
sempre autosufficienti.

I domini elementari del TAU sono:

void (indicato anche con "({}") dominic vuoto

null M<OM") dominio contenente solo nil ("()™)

bocl dominio dei valori di verita' true e false
num dominio dei numeri

string dominio delle stringhe di caratteri

dom dominio di tutti i domini

any dominio di tutti i wvalori I predicati (infissi) di
appartenenza a domini sono is (()is<>, true is bool, ecc.
che non deve essere confuso con 1l'omonimo is di TLAMBDA) e
bas = Ax y.y is x. T domini si possono comporre in vari
modi per ottenere altri domini strutturati:

<D1; ... ;D[n]> prodotto cartesiano, dominio delle

liste (al; ... j3a[n]) dove D[i] has a[i]

Dl |Dp2 unione congiunta:

D1|D2 has a <=> (D! has a) v (D2 has a)

D1->D? spazio delle funzioni:

D1=>D?2 has A[[x:D! ]=>D2. ... ]
D* dominio potenza:
D¥ has Df{al; ... 3;a[n]) <=> D has af[i]
fal; ... ;a[n]} dominio insieme:
{alt; ... jal[n]} has afi)]
le classi vengono costruite a partire dai domini, usando
la notazione:
c <=0

La freccia "<-" verra' invece riservata per i semplici
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assegnamenti (in "c<-92", ¢ non e' una classe, ma solo un
altrc ncme per D).

Le classi sono anch'esse domini. G6li elementi di una
classe vengono creati con l'operazione "EJ" (make) ed hanno
la proprieta':

¢ has cfaj <=> 17 has a dove ¢ <= D
In particolare se D e!' un prodotto cartesiano si possono
asseqnare nomi ai fattori di D:
c' <= <st:D1; ,., ;s[n]:D[n]>
Si possono allora costruire records:
T C=rgtEaty ;oo valm 19 dove D[i] has a[i]
e selezionare i campi dei records per nome, con la

notazione:

To80E ) ali)

Nella costruzione degli interpreti metacircolare ed
iterativo per il TAU si dara' una codifica delle stringhe
del TaD in TAU, Per evitare conflitti di nomi si converra?
di premettere il carattere "n" {letto "coded") ai nomi delle
codifiche: ad esempio mbool sara' una struttura dati Tap

rappresentante il dominio bool del TAU,




II.1: Costanti

IT.1.0: Semantica delle costanti

Per costanti si intendono quegli identificatori il cui
valore non dipende dall'ambiente in cui vengono valutati., T1
valore di una costante e' fissato al momento della
definizione del 1linguaqgio. Le equazioni semantiche per le
costanti saranno guindi:

eval[c)lek = X (decodelc))
dove decode e' una funzione che manda l'oggetto sintattico c¢
nell'oggetto semantico corrispondente. Nelltinterprete
metacircolare ed iterativo si ha rispettivamente:

term is nconst ->» term,decode
term is nconst -> capplyfcont;term,decode]

dove la funzione decode e' implementata dalla selezione del

campo decode,



IT.1.1: Costanti di tipo null

Con null si indica il dominio <>: prodotto cartesiano di
zero domini, il cui unico elemento e' nil, indicato con (),
la lista di zero elementi. lLa sola costante di tipo null e!
quindi nil e la sua semantica e':

decodef{)] = in{V,null,outf())) = in(V,null,s)

Nell'interprete metacircolare, ([()] e' tradotto dal parser

in

anullg {) 3 dove nnull <= <decodes:<>>
per cui si ha, come e' lecito aspettarsi:

evall anullf {) J;env] = mnullf () ].decode = ()

Nell'interprete iterativo la situazione e' piu' complessa,
Come abbiamo detto lo scopo di gquesto interprete e di
fornire uno schema per la traduzione lineare del suc codice
in qualche linguaggio a bhasso 1livello, il guale in generale
non avra' immediatamente disponihile (hardware) un valore
nil, ma dovra' codificarlo a partire dai valori a sua
disposizione, ad esenpio utilizzando 1'indirizzo zero.
Questa operazione di codifica viene rappresentata nel
sequente modo: nnull contiene, non direttamente nil, ma
ancora una codifica di nil detta nullval:

nnull <= <{decode:nullval>
nullval <= <value;<>>

Adesso [()) e' tradotto in mnullfnullvalf ()33 e

eval[mnullfnullvalf () §d;env;cont] =
capply[cont;nullvalf () 9]

nullvalf () J appartiene quindi all'insieme dei valori
prodotti dalla valutazione dei programmi TAU,

Lo stesso meccanismo di doppia codifica si applica a
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tutti gli altri tipi di costanti.
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Le costanti di tipo bool sono true e false:

lecodeftrue) = in
i

V,bool,out{true)) = in(V,hool,)
decodeffalse] = {

{
n(V,bool,outffalse)) = in(V,boo0l,")
Per l'interprete metacircolare:

eval[ nboolf trued ]l = true
nhool <= <decode:hool>

Per l'interprete iterativo:

eval[ nboolfhoolvalftruedd;env;cont] =
capply[cont;hoolvalftrued)

obool 4= {decode:hnolval>

boolval <= <value:hool>

T_TI1.'.).
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IT.7.3: Costanti di tipo num

Le costanti di tipo npum sono i numeri interi., Per
semplicita' non vengono considerati i numeri reali e
complessi (che pure hanno una sistemazione standard in quasi
tutti i linqguagqgi), visto che i concetti coinvolti nella
trattazione degli interi si possono estendere linearmente
anche agli altri tipi 4i numeri.

La semantica degli interi e!':

decoden] = in(V,num,outfn})
dove [n) e!' una rappresentazione che viene proiettata in un
valore n appartenente al dominio semantico N, definito come
num [IIT1.0.0].

Su N sono definite le usuali operazioni sui numeri interi
(+,-,%X,/,%,ecc,) <che sono tutte strict. Cio' consente di
definire la semantica di espressioni del tipo fa+b) come
eval la+h)e = evallfa)e+evallb)e, ovvero:

eval [a+b]lek = evalflale{fa.evallb)e (fb.k {(a+b)))
Per 1'interprete metacircolare:

eval[ nnun 3d;env] = 3
nnum <= <decode:num>

per l'interprete iterativo:
eval[ onunfnumvalf 3dd;env] = numvalf 3]

nnum <= <decode:npumvald>
numval <= <value:num>
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IT.1.4: Costanti di tipo string

Le costanti di tipo string sono le stringhe di caratteri
("a", "abc", "a 4", ecc.) e la loro semantica e':
decode|s)] = in(V,string,out([s))
dove ("abc") viene proiettato su un valore n€S che 1lo
codifica., Su S sono definite le usuali operazioni su
stringhe che forniscono la semantica per 1le corrispondenti
operazioni in TAU., Queste operazioni sono tutte strict, ad
esempio:
evalllength["a"]le = length (eval["a"})e)
le rappresentazioni delle stringhe negli interpreti
metacircglare ed iterativo sono  ormai intuibili, e
rispettivamente:
nstring <= <decode:string>

nstring <= <decode:stringval>
stringval <= <value:string>
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IT.1.5: Costanti di tipo dom

Le costanti di tipo dom sono i sette domini elementari

void, null, bool, num, string, dom, anys: che sono

rispettivamente i domini contenenti nessun valore, nil, true
e false, i numeri, le stringhe, tutti i domini, tutti i
valori.
La semantica dei domini elementari e':
decodeld) = in!V,dom,in{D,elendom,out[d)))
dove ad esempio evalfany)e=decodefany), ed [any] appartiene
ad un dominio-insieme N? contenente le codifiche numeriche
dei sette valori void, null, bool, num, string, dom, any.
D e' il dominio di tutti i domini ed ha la forma D=D°4A..,
, mentre V=,,.8D8,,, e questo spiega la doppia irniezione
necessaria nell'equazione semantica,
le principali operazioni sui domini elamentari (e sui
domini in generale) sono: prodotto, unione, freccia,
stella, insieme, classe; esse sono tutte non strict e
verranno trattarte dettagliatamente in seguito.
Tla rappresentazione dei domini elementari el
nell'interprete metacircolare:
nelemdonm = <dacode: {{} ;<>;bool;num;string;dom;any}>
e nell'interprete iterativo:

nelemdom <= <decode:elemdomval>
elemdgnval <= <value: [{};<>;:;bool;num;string;dom;any}

SRS N i TR S e e i e
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IT.1.6: Costanti funzione

Le funzioni primitive in TAU sono delle costanti, ed hanno
guindi senso non solo quando vengono applicate f(plusfa;b])
ma anche gquando sono isolate ([x-»plus,times][a;b]) e
posscno essere partapplicate (plusf[a]=f[[x);plusf[azx])) e

iperaprplicate { plusfa;b;cl=[plusfasb]][c] anche se in
questo caso applicare un numero ad un argomento non ha alcun
senso) .

La semantica dell'insieme delle funzioni primitive e!
quindi un dominio-insieme F° contenente delle opportune
funzioni, ogqnuna delle qunali fornisce al semantica dellsa
corrispondente funzione TAU,.

decodelf) = in'V,elemnfun,ount{f))
Nell'interprete metacircolare:

nelemfun <= <{decode: {plus;times; ... }>
Nell'interprete iterativo:

nelemfun <= <{decode:elemfunvald>
elemfunval <= <valne: {pplus;otimes; ... }>

Le funzioni wuplus, ntimes, ecc. sono poi definite cone
delle TAl-espressioni che attraverso lt'interpretazione
agiscono snll'insieme dei valori prodotto dall'interprete
iterativo, cosi?t cone plus, times, ecc, agiscono

sullt'insiene dei veri valori del TAmN,
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IT.2: YVariabili

IT.2.7: Semantica delle variabili

La valutazione di una variabile consiste nella ricerca del
valore associato a quella variabile nell'ambiente di
valutazione:

eval [a)ek = X (ela)])

La semantica delle wvariabili investe tutto un insieme 4i
problemi (dallo scoping, al passaggio dei parametri, alla
struttura deqgli ambienti), che vengono trattati anche in
altri capitoli. In gquesto <capitolo si approfondiscono
csoprattutto i problemi riguardanti lo scoping e le tecniche
di accesso alle variabili in ambienti variamente

strutturati.



IT.2.1: Scoping delle variabili

Tn prima approssimazione si puo!' definire lo scoping delle
variabili come l'insieme di variabili di ugual nome che
hanno in ogni istante lo stesso valore. Ad esempio in:

A3, (fx2,£3 (x4 (x5))) (fx6.£7 {x® (x9)))
lo scoping di £3 e' {f3,£7}, gquello di x¢ e!' [x4,X5} (e non
{x*,x5,x8,x%)) e quello di x® e' {x8,x%}. I binders sfuggono
a questi insiemi perche' non sono valutabili.

Tuttavia guesta definizione non e' precisa perche'! gqli
insiemi di variahili cosi' costruniti possono essere piu?
grandi del necessario; ad esempio si avrebbe che lo scoping
di x3 in (Jx1, [fx2,.Xx3) [x4%)) e! {x3,x%} mentre nel programma
equivalente (Ayl. (Ax2.x3) (y?)) e' {x3}.

Nel caso del f-calcolo si puo' normalizzare il programna,
trasformandolo con @-conversioni in uno egquivalente che
presenti il massimo numero di nomi diversi di variabili, e
poi applicare la definizione precedente, parlando di
linguaggi qualsiasi e' difficile dire se questa definizione
di scoping sia sempre effettivamente applicabile., Essa viene
introdotta solo per illustrare il concetto, mentre una
definizione precisa verra' data piu' avanti,

Nel seguito si dira' comunemente che una variabile sta
nello scoping di un'altra quando le due variabili hanno lo

stesso scoping.,



IT.2.2: Scoping statico

Si dice che un linguaggio ha scoping decidibile se 1lo
scoping delle sue variabili puo' essere determinato con una
funzione primitiva ricorsiva, cioe' semplicemente
ispezionando il testo del programma, senza coinvolgere
particolari valutazioni dei programmi stessi.

I1 J-calcolo ad esempio ha scoping decidibile e la regola
che permette di Jdeterminare lo scoping di una variabile e!
la sequente: "in Ax.M lo scoping di x e' dato da +tutte le
occorrenze di x lihere in M",

Per il momento faremo coincidere la definizione di scoping
statico con quella di scoping decidibile; piu' avanti verra!
data una formulazione definitiva.

T1 tipo pin' comune di scoping statico e' guello usato nei
linquaggi a blocchi ff-calcolo, SCHEME, ALGOL, ecc.) e la

sua semantica e!':

eval {fa.M)e = fa.eval[M)ela/fa) ]
eval [A(B) Je'= (eval([l)le!') (eval[B)e!')

dove il corpo della Ffunzione [M)] viene valutato (al momento
delltapplicazione), non nell'ambiente dell'applicazione
(e'), ma nell'ambiente in cui era stata valutata la funzione
{e). Ogni funzione si porta con se' l'ambiente in cui era
stata wvalutata, e usa questo ambiente (esteso con le
associazioni parametri formali-attuali) al momento
dell'applicazione per valutare il suo corpo.

Da un punto di vista implementativo cio' significa che la
valutazione di una funzione produce una chiusura composta

dal testo della funzione e dall'ambiente attuale,

L'applicazione di una chiasura ad un argomento comporta poi
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la valutazione del corpo della funzione nelltambhiente della

chiusura, esteso con il valore dell'argomento.



IT.2.3: Scoping dinamico

Con scoping dinamico si intende tutto cio' che non e!
scoping statico., Il tipo piu' comune di scoping dinamico e!
quello realizzato dal TISP puro, e deve la sua ragione A4i
esistere al fatto 4l essere pin' semplice da implementare
rispetto allo scoping statico del f-calcolo. 1a semantica
di questo scoping e' la sequente (immaginando di dare
scoping dinamico alla sintassi del f-calcolo):

eval{fa.Mle = feo' a, evalli)e'[a/[a]) ]
eval|A (B) Je' = (evallA)e!) (e',eval([B)e!)

In guesto caso il corpo della funzione [M) viene valutato
nell*ambiente dell'applicazione (e') che viene passato come
parametro.

Dal punto di vista dell'implementazione si puo' dire che
le funzioni valutano a testi e che 1l'applicazione di un
testo ad un arqgomento comporta la valutazione del testo
nell'ambiente dellt'applicazione (e!') (esteso col valore
dell'argomento) dimenticandosi dell'ambiente nel quale 1la
funzione era stata valutata.

Si ha in guesto modo 1l'effetto spiacevole che diverse
applicazicni della stessa funzione comportano la valutazione
delle variabili libhere della funzione in ambienti diversi,
in modo che lo scoping di wuna variabile con occorrenze
libere in M non puo! essere determinato se non in relazione
all'ambiente di applicazione,

Altri tipi di scoping dinamico si ottengono ad esempio
ammettendo espressioni che valutano a nomi di variabili, o
permettendo di richiamare esplicitamente l'interprete, come

accade in tutte le implementazioni LISP.



TI.2.4: Scoping e binders

Alla ricerca di una definizione piu' precisa di scoping
statico e dinamico, e' interessante osservare le relazioni
tra scoping e binders, Vediamo un esempio:
x1<
let £<~Ja.a (x?)

g<—Ax3.1 (x*%)
in <£(/fb.b),g(Lb.b)>

In scoping statico x? cade sempre nello scoping di x1,
cice' x2=3 ed il risultato e' <3, .

In scoping dinamico invece, in seguito alla chiamata
f(fb.b), x2 cade nello scoping d4i x!, ma in seguito alla
chiamata g{f(b.b), %2 cade nello scoping di x3 con valore
{Ab.b). Percio' adesso il risultato e' <3, (fb.b)>.

In cacso di scoping dinamico guindi 1'occorrenza x2 cade
nello scoping di Jdue binders diversi: x! e x3, Onesto
fenomeno e' cosi' caratteristico che puo' essere preso come
btase di wuna definizione che non ricorre alla esistenza o
weno di wuna procedura in grado di trovare lo scoping di una
variatile.

Def Si definiscono 1linguaggi con scoping statico quelli

in cui ogni occorrenza di variabile e' nello scoping di al

piu' un kinder, e linguaggi con scoping dinamico quelli che

ammettono almeno un programma <on una occorrenza di

variabile nello scoping di pin' di un hinder 0
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IT.2.5: Scoping e ambienti

Vediamo adesso come devono essere strutturati gli ambienti
in relazione al +tipo di scoping presente in un linguaggio.
I1 modo piu' naturale di implementare gli ambienti e' di
utilizzare una struttura a liste del tipo:

a-list <~ arid|environ
arid <= <>
environ <= <var:nvari;val:val;env:a-list>
dove arid implementa l'ambiente vuoto € environ implementa
l'operazione di estensione e[v/a]l. Viene poi utilizzata una
funzione lookup che ricerca il valore di una variabile in un
ambiente:
lookup&=A[[ x:uvar;env:a-list ]->val;
env is arid -» error{ ],
¥=env,var -» env.val,
lookup[ x;env.env]]

In scoping statico un'organizzazione a liste di questo
genere (dove nessuna informazione puo' essere distrutta, ma
colo aggiunta) e' indispensabile perche' in ogni istante si
Fossono utilizzare ambienti costruiti in istanti diversi. Ad
esempio valutando un'applicazione occorrono lt'ambiente
corrente, per valutare gli argomenti, e l'ambiente 4i
valutazione della funzione (memorizzato nella chiusura), per
valutare il corpo della funzione,

Nello scoping dinamico del TIISP puro invece l'unico
ambiente che occorre in ogni istante e' l'ambiente corrente:
tutti gli altri ambienti possono essere dimenticati o
distrutti. In guesto caso la a-list puo' essere implementata
come uno stack di coppie variabile-valore. Nel corso di una

valutazione lo stack cresce e decresce periodicamente, e

cqni velta cha cresce distrugge le informazioni
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precedentenente memorizzate e relative ad un altro ambiente.
I1 discorso pno' anche essere rovesciato: con una a-list
implementata a stack, si puo' avere un 1linguaggio con
scoping statico? T1 punto cruciale e' che 1le chiusure
memorizzanao ambienti, ed evidentemente non devono
memorizzare ambienti che poi verranno distrutti. Cio' puo!
essere ottenuto [es: ALGOL) permettendo la creazione di
chiusure, ma vincolandone 1'utilizzazione negli ambienti
che sono semnplici espansioni di quelli delle chiusure, in
modo che ltambiente di una chiusura puo’ essere
semplicemente +trovato piu' in basso sullo stack rispetto
alltambiente attuale, Questa condizione e' soddisfatta se
si impedisce alle chinsure di essere ritornate come valori
di funzioni: ogni chiusura viene cosi' utilizzata solo nella
funzione in cui e' stata creata e in ogni istante ltambiente

della chiunsura e' incluaso nell'ambiente corrente,
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IT.2.6: Accesso delle variabili nello scoping indecidibile

Lo scoping indecidibile e' caratterizzato dalla crescita
imprevedibile degli ambienti di valutazione. Fcco un
esempio in cul viene utilizzato lo scoping dinamico del LTSP
puro che (come +tutti gli scoping dinamici) e' indecidibile
[IT.2.9]. Lo scoping gui sottinteso e' dunque guello
illustrato in [IT.2.3]

let[[fact<=A[[n];n=0->1,n x fact[n-1]]1;
fact{21]]

valutiamo la precedente espressione in un ambiente e, Per
prima cosa viene valutata la definizione di fact che

produce:

fmmm e - pm——
| fact | o | o=====> [(AL[[n]);p=0->1,n x fact[n-111])
et T B S

'

2

fact{ 2] provoca la creazione del legame tra n e 2:

= B S
i n | & ] oesseay 2
tmm——— el s
v
Fmmm———— pm——tm——t

| fact | o | o=====> [ ... )
tmm—————t - I —-————t

v
©
A guesto punto viene richiamata fact[1] nell'ambiente

attuale {vedi 1la semantica dell'applicazione in [IT.2.2) e

si ha un nuovo legame di n con 1:



Accesso nello scoping indecidibile IT.2.6

b m——— - p——— ¢
| n | o| o-=—-- > 1
pmmm——— += |=fm——t

v
m————— pm——f———
1 n | 0| og===—- > 2
Fomm——— |- ——

v
pmm————— b
| fact | o | o——=== > TR |
fommmmmm b= | — ==t

v

0

La successiva chiamata di fact[0] valuta a 1, fact[1)]

valuta a 1 e fact[2] valuta a 2,

fm————— =t
| - o] a~===30
Fm————— +"I_+_,_+

v
tmm———— tm——t -
| 2 | 0 } @ge—r— > 1
e et S B Lt

v
o P e o
| n | 0| g=====>2
o =] =t=——%

¥
tm————— B s s
| fact | o | o=====> [ ... )
fm————— +_!—+_ﬂ_+

v

=

Osserviamo cone 1'accesso alla variabile fact sia
disomogeneo: alla prima chiamata (fact[2]) la variabile fact
si trova subito sotto il top dell'ambiente di valutazione.
Alla seccnda chiamata (fact[1]) si trova invece sotto due
variabili n. Alla terza chiamata infine (fact[0]) si trova
tre celle sotto il top dell'amhiente.

In qenerale in scoping dinamico non si potra' mai
prevedere a che profondita' si trovi una variabile globale
di wuna [f-espressicne, perche' guesta profondita®' canmbia
durante la valutazione, L'unico modo di accedere alle

variabili libere e' allora quello di compiere una ricerca
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associativa, confrontando cioe' i nomi delle variabili
nelltambiente finche' non si trovi guella giusta.

Questa tecnica di accesso e' notevolmente meno efficiente
di quelle disponibili in scoping decidibile e costituisce
uno dei maggiori svantaggi dei linguaggi con <scoping

dinamico.
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IT.2.7: Accesso delle variabili nello scoping decidibile

Vediamo adesso come crescono gli ambienti nello scoping
statico dei lingnaggi a blocchi [TIT.2.2] che e' uno scoping
decidibile, In [II.2.7°] verra' dimostrato che questo e' il
modo caratteristico di crescita degli ambienti in tutti i
linguaggi con scoping statico.

Valutiamo in un ambiente (e) l'espressione:

letrec[[ fact<-A[[n];n=0->1,n x fact[n-1]1]);:
fact[21]

la definizione di fact produce una chiusura del testo di

fact nel nuovo ambiente (e'):

o e —————— +
| |
v closure |
B it e e 3 bt
e': | fact | o | o=====~ > @} ge=e—= +
b mm e |t = | ==+
v v
e {£A{I{n]);n=0-31,n x fact[n=-11])

La valutazione di fact[2] in questo nuovo ambhiente

aggiunge a (e') un legame per n:

D e
| A O [} O==seSs > 2
fm————— Rl Bl s
v
Fmm———— B e 4
ety | fact | 0 | O===== p S
Fmm——— b= =t===4
v
2

La valutazione del corpo di fact con n=2 provoca una
valutazione fact[ 1) nell'ambiente della chiusura e non, conme
in scoping dinamico, nell'ultimo ambiente costrunito. Anche
fact{ 1} aggiunge quindi un nuovo legame a (e') e cosi' pure

fa fact[0]:
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R e e e e ae e R e R S
jn Jolo==>2 | n |o]lo—-=>1 | n | o] o-=>0
dmmmm it | pmmmt LS i e e e et e
I v |
G e vt v e et A e +
v
$mmmmpme—pm——
|fact] © | == ...
pmmmmpm | = ===+
v
2

Ad ogni chiamata, fact si +trova sempre alla stessa
profondita'. Questa proprieta' e! valida per +tutti i
linguaggi con scoping statico (vedi [T17.2.9]). Se gquesta
profondita' puo' essere prevista (cioe' se 1lo scoping e!
decidibile oltre che statico) si possono utilizzare tecniche
di accesso alle variabili piu' efficienti di quella

illustrata nel precedente paragrafo.

i) Accesso per profondita'.

In una prima passata sul testo (svolta generalmente dal
parser) si associa ad ogni occorrenza valutabile di nuna
variabile, 1la profondita' con cui gquesta verra' trovata
nell'anbhiente a run-time,

Durante 1'asecuzione la variabile viene reperita
direttamente +tramite la sua profondita’', senza dover
cenfrontare nomi di wvariabili.

Se ltambiente e implementato cone una lista il
reperimento dell'n-esima variabile dal top puo' ancora
essere inefficiente, specialmente per variabili libere molto
profonde come possono essere le definizioni di funzioni. Tn
gquesto caso sono applicabili tecniche di display comuni nei
cempilatori, che consentono un accesso quasi diretto a tutte

le variabili.
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ii) Ambienti distribuiti.
Quandg in scoping statico un ambiente e' implementato ceome
una lista si possono avere ¢grossi sprechi di memoria a causa
dei puntatori agli ambienti contenuti nelle chiusure,
Supponiamo ad esempio di trovarci in un blocco 1let con

mclte variabili locali:

fmm———— + |
ambiente attuale —---> | o | |
4o | =4 |
v |
. | ambiente locale
" | del let
. |
¥ |
fmm———— ¥ |
| o | |
$mmm | - |
v
fmmm——— + |
| o | | ambiente esterno
e [ | al let
v |

e supponiamo anche che il valore dell'intero bhlocco let sia

la funzione Jf[[x]:;x):

closure
s fommmm + |
ses===>] 0 | O=====3> | o | |
= |-+ o ——| -4 |
v v |
IAlx);x 0 . |
. |
. |
v |
o ——— + |
| o | |
b faitcingd e |
v
o + |
ambiente attuale ---> | o | | ambiente esterno
et N (ks | al let
v |

Adessc le celle al di sopra delltambiente attuale sono
completamente inutili, ma non Fossono essere liberate
perche' sono puntate da una chinsura; essa del resto non ne

fara' wai uso perche' J[[x];x] non ha variabili 1libere.
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I1 problema si risolve mettendo nelle chiusure, non il
puntatore all'ambiente di definizione, bensi' il puntatore
ad un piccolo ambiente appositamente costruito, contenente
solo 1le associazioni per le variabili lihere della
A-espressione [queste possono essere fornite dal parser).
Gli ambienti vengono adesso implementati come stacks: le
informazioni utili al di sopra dell'ambiente attuale sono
state duplicate negli ambienti delle chiusure e possono

anche essere distrutte.

closnra
B s e dmmmm———y
- [ 0 1 o] I l I s e
b= == =% = ————— +
v | | . |
IATCxJ:alblx]110)1 | . I
v | . |
o ——— + o m——— +
la | 3]} l1al] 3|
fmmm————— 3 o ——— +
| b1 4 | | b ) 4|
fmmm———— + fmm————— .
| . |
| . |
| . |
e +
ambiente attuale ---> | | |
bt el + | ambiente esterno
| al let

| !
| ! |
| | |

Al momento dell'applicazione della chiusura, il corpo
della sua f-espressione viene valutato in un ambiente locale
formato dalle associazioni parametri formali-parametri
attuvali e dalle altre variabili locali, e in nun ambiente
globale che @' guello della chinsura e« contiene i valori
delle variabili 1libhere, Nell'esempio precedente 1l'ambiente
(e) puo' essere considerato come 1l'ambiente locale 4di
qualche Af-astrazione contenente il blocco let di cui si

rarlava sopra.
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Es:  Allx5y];

[let[[a<=1);a];

let[[b<¢=-2:;¢<¢=31:b11]

In guesto esempio l'ambiente locale e' formato da quattro
celle: x({19) e y(27°) per i parametri formali; a(3°) per 1la
valutazione del primo let; b(ancora 3°) e <c(49) per 1la
valutazicne del seccndo let. L'accesso alle variabili pno!
ancora essere fatto per profondita' e senza seguire liste 4di
puntatori. Il tutto si presta guindi ad una interpretazione
e ad una compilazione molto efficiente, Tutto il lavoro di
analisi (determinazione delle variabili libere, dimensione

deqli ambienti locali, profondita' delle variabili nei vari

amnbienti) puo' essere svolto dal parser.
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IT.2.8: la scelta dello scoping statico

I due precedenti paragrafi hanno mostrato come uno scoping
decidibile sia da preferirsi da un punto di vista
implementativo ad uno indecidibile, che risulta meno
efficiente.

Anche dal lato della programmazione i vantaggi sonc
indubbi: in scoping decidibile il programmatore e' in grado
di dire a prima vista dove viene legata una variabile
libera, senza dover ricostruire la sequenza delle chiamate e
tener conto di +tutti i parametri formali incontrati in
esecuzione.

La scelta dello scoping decidibile coincide poi a tutti
qli effetti pratici con la scelta dello scoping statico, per
due ragioni: prima di tutto 1lo scoping dinamico e' sempre
indecidibile (la dimostrazione e' in [II.2.9]), inoltre lo
scoping statico indecidibile esiste, ma deve essere
introdotto ad hoc e non ha nessuna utilita?’,

Consideriamo ad esempio un linguaggio simile al f-calcolo,
in cui pero!' la semantica dell'espressione A[[x:;x];M] sia:

evallAf[x:;x1;M]le = fa b.eval[M)e[?->a,b/[x)]
dove ? sia una funzione (calcolabile) di cui non si conosca
alcun algoritmo, Questo linguaggic ha scoping statico (le x
litere in M cadono nello scoping d4i un solo binder, anche se
non si sa guale) ed ha scoping indecidibile.

T1 principale tipo di scoping statico utilizzato in
pratica €' comunque quello del f-calcolo, (ed oggi si tende
sempre di piu' a modellare i linguaggi applicativi sul

A-calcclo) e qguesto e' del tutto decidibile.
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IT.2.9: Teoria dello scoping

In questo paragrafo si cerca di dare una definizione
rigorosa di scoping e di dimostrare alcupne relazioni
interessanti tra lo scoping e gli ambienti.

Iniziamo col definire un formalismo, il formalismo deqli

interpreti {che caincide con 3 formalismo di
Scott-Strachey), in modo da poter parlare con una certa
generalita' di quelle proprieta' degli interpreti valide per

tutti i linguaggi.

Un interprete I e' una tripla (1L,V,E} con le proprieta':

i) L e' un 1linguaqgagio su un alfabheto AT. 1 e' il dominio
sintattico da interpretare, i linguaggio di cui
l'interprete fornisce una semantica. I. ha un sottinsieme
ricorsivo ¥ detto insieme delle costanti sintattiche., Var
e' un altro sottinsieme ricorsivo di L disgiunto da ¥, detto
insieme delle variabili, con 1la proprieta' che in ogni
stringa di 1L si pno' cambiare il nome delle variabili in
essa contenute ottenendo sempre un'altra stringa d4i T,
Cioe':

¥a,b<Var. ¥s<L. s[b/a[ j])€L

ii) V e' 1lt'insieme ricorsivo dei valori, il dominio
semantico contenente gqli oggetti denotati dalle stringhe 4di
L. VK e' 1lt'insieme dei valori denotati dagli elementi di ¥
tramite la funzione decode:K->VK ed e' detto insieme delle
costanti semantiche,

iii) E e' una funzione calcolabile da L in VvV, detta

interprete, che manda stringhe di 1 (programimi) in elementi
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di v (valeri) formendo cosi' 1la semantica del lingunaggio L.
le proprieta' di I sono espresse attraverso le proprieta' di
una funzione eval:LxEnv=->VY, cosi' definita:

¥s<€L., E(s) = eval (s)arid

Ltinsieme Env:(Var x V)%, insieme degli ambienti, e' un
insieme di associazioni variabili-;alori su cui e' definita
una funzione extend che permette di aggiungere una nuova
associazione ad un vecchio ambiente, ed una funzione lookup
che estrae da un ambiente il valore associato ad una data
variabile, Queste funzioni vengono anche abbreviate cosi':

Ye€Env;v<V;;a<Var. e[vsa]l = extend[a,v,e]
Je<€Env;a<€var. e.a = lookup[a,e]

Le proprieta' di Znv sono:

arid<€ztnv

Y¥e<Env;v€V;a<Var. e[v/a ]€Env

niente altro appartiene ad Env

Ya€var., arid.a e' indefinito

Ye<€Env;a,h€Var;ve€v, ef[v/a l.a
ef[v/al.b

e.h con a#hb
La funzione eval ha le proprieta's:

eval: (L x %nv)->V
Je<€Env; k€K, eval(k)e = decode (k)

Ye<€Env;a<Var. eval(a,e) = e.a
¥s<€L-K-Var. 9f[i 171 calcolabhile. ¥%e<€Env.
aval (s,e) = f[i](s,e)

cioe' eval(s,e) puo' essere scomposta in un insieme di
funzioni calcolabili ({fr, ... ,f[n]}. Ad ogni s€1 e!
associata una 2d una sola di queste f[i], e sulla scelta di
i necn influisce il particolare amhiente e, Si puo' anche
scrivere che:

eval(s,e) = f[i](s,e) => eval(s,e') = f[i](s,e")
Questa viene chiamata nel seguito proprieta’ 4i

B

ostituzione degli ambienti, ed ha il significato intuitivo

Im

che le £f[i], e guindi eval, non fanno test sulla struttura
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degli ambienti (del +tipo: se e.a e' definito per piu' di 5

variabili allora ... ).

Una stringa [s) che valutata in (e) provoca una espansione

efvza]l di (e) viene detta blocco e la variabile (a) e' il
tinder del blocco, "n binder (a) di (s) puo' comparire in
(s) oppure no, ma in ogni caso deve essere possibile
trasformare un blocco (s) di binder (a) in un blocco (s') di
tinder (b), per oqni variabile (b). Questa condizione
consente di trattare correttamente anche quei linguaggi che
generano dinamicamente binders nel corso della valutazione

(come ad esempio tutte le implementazioni LTSP che

consentono la chiamata esplicita di eval da programma).

Prop I1 formalismo degli interpreti e' in grado di
esprimere tutte e sole le funzioni calcolabili.

Dim infatti e!' in grado di esprimere il J-calcolo (vedi
l'esempio seguente) e puo' essere espresso in termini 4di
A-calcolo (vedi il mode in cui il formalismo di
Scott-Strachey viene espresso in f-calcolo) 0

Es: un interprete per il (f-calcolo.

<Varz2 := alhlec| ...

L2 := <Var> | (f<Var>.<L2) | <L2(<L2)
K =9

VK = @

VvV = Pw

evalfa)e = e,a
eval| (fa.lf) ) e
eval[M(N) e =

= f1([(fa.M)),e) = fa.eval([M)e[a/Ta) ]
F2(M(N)),e) = (eval[M)e) (eval([N)e)

Def Un interprete I @' un f-interprete sse:

i) Per oyni coppia di stringhe f,x€L esiste una stringa di

L, indicata con fIx), tale che:
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eval (f(x),e) = leval(f,e)) leval (x,e))
e ltapplicazione nel membro destro e' quella del f-calcolo,
ii) Per ogni stringa m€L e per ogni variabile a<Var esiste
una stringa di L, indicata con fa.m tale che :
eval (fa.m,e) = Ax.eval (m,e[x/a])
dove 1la (f-astrazione nel membro destro e' quella del
A-calcolo 0

Es: un interprete che non e' un /f-interprete

<varz := al|blc! ...

<K2 2= 0§1]12! ...

<L2 3= <Var> | let[[<Var2<-<1L2];<L>] | <K2>
VK = {0,1,2, «.. }

VvV = VK

evallk)le = constlk)

evalla)le = e.a

eval[let[[a<-N];M]le = evaliM)e[eval([N)e/a ]

Nello studio del comportamento degli ambienti non e!
sufficiente in generale sapere come un ambiente appare
all'esterno {cioe' quali sono le variabili definite e qual
e' il 1loro valore) ma occorre anche conoscere come
l'ambiente e' stato costruito.

A tal scopo si introduce una relazione di ordinamento
parziale tra ambienti ("espansione di") cosi!' definita:

Def 1 ¥c,d,e<Pnv. ¥v,+t<€V,

—_————

e<e (@) e' espansione di se stesso
e<e[v/a] efv/a] e' aspansione di (e)
e[vsalce[t/a] "<" non si cura dei valori

associati alle variabili
e<d & d<c => e<c 1'espansione di una espansione
di (e) e' una espansione di (e) n

Lef 2 Due ambienti d,e<€Env sono simili sse:

¥a<€vVar, d.a e' definito <=> e.,a e' definito n

Lef 3 Due ambienti d,e<€Env sono equivalenti sse:

Ya<€vVar. d.a = e,a 0
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Def 4 Due ambienti d,e<€Env sono strutturalmente simili

d<e & e<d n
Def 5 Una a=-estensione di un ambiente (d) e' un ambhiente
(d') tale che:
d* = Afvi/b1] ... Tv[nl/b[n]] (n21)

con b[il]=a per gnalche i. Una non-a-estensione di (d)e' un

ambiente d'>2d che non e' una a-estensione di (d) N
Def 6 Sia s un blocco con binder a. Lo scoping di a e!

1'insienme delle alil che vengano valutate in gualche

non-a-estensione dell'ambiente a-esteso dalla valutazione di

s [§i

s se afi)] cade nello scoping 4Ai a? in fa%.s. Altrimenti afli]
si dice leyata n

Nef 8 Un J-interprete ha scoping statico se ¥s€l .,

¥alfil€var. a[i] @' nello sceoping di al piu' un binder in

fa®.s. In caso contrario l'interprete ha scoping dinamico [0
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Prop_1 In un f-interprete sia a[i] 1libera in s. Allora in

E(s) viene effettuata una valutazione e.a[i] per qualche
E€Fnv, tale che e,af[i] e!' indefinito.

Lim a[i] e' 1libera in s (Hp). a[i] cade nello scoping di

a® in fa®%.s (Def 7). afi] viene valutata in qgualche
non-a-estensione di arid[v/a] nella valutazione
E(fa%.s)=Av.eval (s)arid[v/a ] (Def 6) . Quindi in
E(s)=eval {s)arid, al 1) viene valutata in qualche

non-a-estensione e di arid (proprieta' 4di sostituzione deqli
ambienti). Allora e.,a[i] e' indefinito (Def 5) 0

Prop_ 2 In un f-interprete con scoping statico, sia a[i]
libera in 5. Allora in E(s) tutte le valutazioni e.a[i] per
jualche €<€Env sono indefinite.

Dim a[i] e' libera in s (Hp). ali] cade solo nello scoping
di a® in fa®.s (Def 7,Def 8). af[i] viene sempre valutata in
qualche non-a-estensione di arid[{v/a)] nella valutazione
¥F(fa®.s)=fv.eval (s)arid[vsa] (Def 6). OQuindi in E(s) =
eval (s) arid, a[i] viene sempre valutata in qualche
non-a-estensione e di arid (proprieta' di sostituzione degli
ambienti). 2llora e.al[i] e' sempre indefinito (Def 5).

Prop 3 In un f-interprete sia a[i] legata in s, Allora in
E(s) vengono effettnate delle valutazioni e,a[i] per qualche
e€Env, e per tutte queste e,a[i] e' definito.

Dim a[i] e' legata in s (Hp). a[i] non cade nello scoping
di a°% in fa®.s (nef 7). a[i1 viene sempre valutata in
qualche a-estensione di aridfv/a) nella valutazione
E{Aa®.s8)=Av.eval (g)arid[v/a ] (Def 6) . Quindi in
E(s)=eval(s)arid, af[i] viene sempre valutata in qualche

a-estensione ai arid (proprieta' di sostituzione deqli
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amkienti). Allora e.,alfi] e' sempre definito (Def 5) N
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Teorema Un A-interprete I ha scoping statico se e solo se
tutte le valutazioni di ali] avvengono in ambienti
strutturalmente simili.

Dim

=>) Se I ha scoping statico allora tutte le valutazioni di
a[i] avvengono in ambienti strutturalmente simili.

Supponiamo per assurdo che a[i] venga valutato in dune
ambienti non strutturalmente simili d,e. Siano b,c i primi
due bhinders che si incontrano esplorando d,e dall'alto verso
il basso, tali che: (i) b#c; (ii) b in d e' alla stessa
profondita' di ¢ in e; (iii) b e' generato dal blocco R[}b]
di tinder b, e < dal blocco C[c¢] di bhinder ¢ di s.
rfonsideriamo la stringa s' ottenuta da s sostituendo al i)
con una nuova variabile z non inclusa in s, e sostituendo i
blocchi B[b] e C[c] con due blocchi B[z)] e C[z] che generano
due binders z, Allora in s', 1la variabile z sostituita ad
a[i] viene a cadere nello scoping di due binders, generati
da B[z] e C[z]. Cio' contro 1l'ipotesi di scoping statico.

<=) Se tutte le valutazioni di a[i] avvengono in ambienti
strutturalmente simili allora I ha scoping statico.

Supponiamo per assurdo che I abbia scoping dinamico.
Allora esistono s<€L e alilévar tali che a[i] e' nello
scoping di almeno due binders a generati dai blocchi » e R
di s. a[i] viene quindi valutata in due ambienti ef2] ed
e{B] la cui ultima a-estensione e!' dovuta rispettivamente ad
A e B (sia B non incluso in A). Se e[A] e' strutturalmente
simile a e[B], allora sia s' ottenuta da s sostituendo 2 con
{z+2) 13) & 2llora nella valutazione di s' gli ambienti

2'TA] ed e'[B] (corrispondenti a e[2] ed e[R] nella
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valutazione di s) non sono strutturalmente simili perche!
2'[A7 ha un bhinder 2z in piu! 0

Dim discende dalla prova (<=) del teorema []

negazione del precedente corollario []
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IT.3.0: Liste

Quelle che nella sintassi esterna del TAU sono liste (al;
«ss 3aln]) vengono trasformate dal parser in applicazioni
della funzione elementare pair:

[fart; ... :aln]))Y = [pairfat; ... pairfa(n]); ()] .. D

La semantica di pair e':

evallpairc[a;h ])ek =
k (pair (evalfa)e stop,evallble stop))

Bisogna gui assumere l'esistenza di un dominio semantico
delle liste:
L = first::V 8 rest:: (L @ H)
dove H e' il dominio che contiene solo nil e pair e!' 1la
funzione
pair = fa b.in(V,pair, £a,b})

Ta funzione pair del TAU e' un costruttore, cioe' e' una

funzione che da uno o piu' valori ricava un nuovo valore da
cui si possono nuovamente estrarre i valori originari
tramite appositi selettori. First e rest sono 1i selettori
associati a pair:

eval [first[a])lek = evalfa)e(fa.k (first(a)))

eval Jrest[a]lek = evalla)le(/fa.k (rest (a)))

first = fa.is(pair,a)->»out({a).first,-

rest = fa.is{pair,a)->»out (out(a).rest),»

In TAD tutti i selettori sono strict e tutti i costruttori

sono non strict. Questo si esprime anche dicendo che pair

non valuta, oppure che sospende i suoi argomenti, mentre

——— e ——— ST

Nell'interprete iterativo la valutazione di un costruttore
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viene fatta allocando una opportuna cella di memoria (in

questo caso una cella pairval) e memorizzando le sospensioni

deqli argcmenti:

pairval
pmmm b=t
evalpair[as; () Ne = | o | o |
o el
===t +-==4
v v
susp susp
R e fmmmfm———t
| o o | | o] o
t=f=t=|=+ +=|=+= =+
v v v v
la) e oy e

Le sospensioni servono a dilazionare le valutazioni il
riu' a lungo possibile: esse sonc formate da un termine da
valutare e da un ambiente di valutazione e contengono gunindi
tutte le informazioni necessarie per valutare una
espressicne in qualsiasi istante lo si desideri. Con questa
implementazione la funzione pair e' veramente non-strict,
perche' converge anche se i snoi argementi non terminano.

La valutazione degli argomenti di nun costruttore puo!
essere ritardata finche' non si wusi un selettore per
recuperare il valore dell'argomento, Il selettore first deve
quindi controllare che 1la parte sinistra del suo argomento
pairval pnon sia una sospensione., Se 1lo e', deve valutarla e
rimpiazzare il risultato in pairval al posto della
sosﬁensione. In questao modo ogni successiva first dello
stesso pairval trovera' il valore gia' pronto.

le sospensioni, oltre al vantaggio di rendere non strict
le funzioni, sono anclie molto mntili per la costruzione di
dati circelari, cioe' di dati contenenti cicli 4i puntatori.

Esempi di cio' si trovano in [II.6].
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II.3.1: Arrays

Gli arrays sono liste omogenee di elementi, cioe' liste di
elementi tutti appartenenti allo stesso dominio:
Af(at; ... j;a[n]) e' un array <=> ¥i, 2 has a[i)]
La sintassi esterna Afal; ... ;a[n]) viene trasformata dal
parsetr nellt'applicazione :
array[A; {(a?l; ... ;afn]) ]
dove array e' una funzione primitiva.
eval farray[2;(al; ... ;a[n]) Nek =
k (array (evalfa)e stop,
pair(evallat)e stop,
;;irfevalta[n]le stop,evalf())e stop)..)))
I1 dominio degli arrays e' A =D& L e:
array = fa b.in(V,array,4a,b®)
Anche gli arrays sono costruttori non strict., T
selettore corrispondente e' item:
eval fitenfa;n]) = eval[a)e[fa.eval[n)e{n.item(a,n)))
Dove item e' una funzione che ha la proprieta' di estrarre
1'i-esimo elemento di un array a:
item = fa n.islfarray,a)->is(num,n)->out (a).out(n),y,»
Nell'interprete iterativo gli arrays vengono implementati
come vettori di celle di memoria, ognuna delle guali
contiene inizialmente la sospensione di un elemento

dell'array. La prima cella contiene 1la sospensione del tipo

dell'array:
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v v
susp susp
R e T e
ol 1 o] o]
—4= =+ +=|=4-1-4
v v v
[A) e far} e

Man mano che vengono selezionate, alle

costituite il loro valore effettivo.
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el R

v
susp
b= —
| o | o
+=|=+=1-4+
v v

faf(n]) e

sospensioni viene
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TI.4.0: Semantica del condizionale

I1 condizionale @' una funzione strict nel primo argomento
{becleanc) e non-strict nel secondo e nel terzo argomento:

eval fa->»h,clek =
{fa. is (boal,a) =>out (a) ->eval [b)ek,eval[c)ek, )

Nell'interprete metacircolare:

term is ncond -> evall term.if;env ->
evall term. then;env],
eval[ term.else;env])

dove ncaond <= <if:mterm;then:nterm;else:ntermd>
Nell'interprete iterativo:

term is ncond ->»
eval[term.if ;env;condcontf term;envicontd]

L ]
cont is condcont ->
value is hoolval ->
eval[ bhoolval->cont.cond.then,cont.cond.else;
cont,env;cont.cont],
errorf cont ]

LI B

dove ccndcont <= <cond:nterm;env:a-list;cont:c-list>
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I11.5.0: Semantica della f-astrazione

La semantica della Jf-astrazione in regime di scoping

statico e' data da:
eval (Al [x]):M ek = k({in(V,Lun,tx.eval [M)Ye[ x/Kx]) Istop))

Una Jf-astrazione valuta quindi ad una funzione. Ouesta
valutazione e' "sicura", cioe' non e' mai indefinita, e si
puo' dire che il corpo M viene in realta' valutato solo al
momento di un'applicazione,

Per vedere come cio' accade, supponiamo che la valutazione
di M sia indefinita, cioe' che provechi un errore o che non
termini, e valutiamo [AT[x]J:sM];N] (La semantica di [a3;bh] e!
evalf[a;b])ek = evalfa)le(fa.eval(b)ek) , vedi [IT.9]):

evall[A[{x1;M )N ek =
eval (/[ [x]1:;M))efa,eval [N)ek) =
{fa.eval [N)ek) {(in(V,fun, tx.eval [M)e[ x/[x) Istop)) =
eval [li) ek
che puo' essere ben definito, indipendentemente da M.

In TAU e' consentito esprimere il tipo degli argomenti e
del risultato di una funzione, ma ci si puo' ricondurre al
caso precedente tramite le seguenti riduzioni successive:

A{[PLsP2; ., :P[n])>R;M) =

'r{Pi sA'IIP2]; oee A'[[P[N])->R;N)
A'IIP} M] = Z'[[P])->any;M]
A'[Tx]=>R;M] = f'[[x:any )->R;3;M]
A'[TX'D1*3”:HT =
ATTdA B ALIcT:
ATIx Y I0ATTx )M J[xVd ] )V )
JIIDIR]

Dove A' indica le f-astrazioni non ancora completamente
ridotte e ¥ = ff[v:;d];d has v->v,error[]] e' la retrazione

di un valore su un dominio., Notare <che D e R sono valutati
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nell'ambiente esterno alla f-astrazione.
In TAUD le J-astrazioni possono anche avere parametri e

argomenti wvuoti, I casi possibili sono:

ALLYm)] = ™
ATLx);MI ] = SI[x):M)
ACC 1:n)A] = M[2A)

I casi precedenti sono 1le situazioni limite della
rarctapplicazione @ della iperapplicazione, cosi!
esemplificate:

ALIxsy BMITAY = LIy XsATOxsylsmIAasy])
ALCx1:MLA5B] = [A[[x)sMI[A)IB)

Linitandoci a f-espressioni di un solo parametro, ma con
tipi espressi, si ha per l'interprete metacircolare:
term is nlanbh ->
Al [ x:evalf term, pars, kind;env]]->eval[ term.rangezenvl:
eval[term.form;
environf term.pars.var;
x5
envil]
e per l'interprete iterativo:
term is nmlamb -> capply[cont;closurefterm;envi]
dove closure <= <fun:nterm;env:i:a-list>
In qgquesto caso la valutazione si riduce a memorizzare la
A-astrazione non valutata (e senza gquindi valutarne il

corpo) in una chinsura insieme al suo ambiente, e rimandando

cgni valutazione al momento dell'applicazione.
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Supponiamo di dover valutare l'espressione TAU
ATLx 10N
il problema e' se e guando vogliamo valutare gli argomenti,
cice' se vogliamo ccnsiderare le f-espressioni come funzioni
strict o non strict.
Possiamo dare principalmente due tipi di semantica
dell'applicazione:

call-by-value:
evallfla ]lek

eval ffye (f£.eval [aYe (La.k (f(a))))

call-by-name:
eval[f[a])ek

1

eval(f)e(Lf.k(f(evalfa)e stop)))

In entrambe i casi viene prima valutata la funzione. Poi
nella call by value viene valutato 1l'argomento, applicato
alla funzione o i1l risultato vien passato alla
continuazione, Nella call-by-name invece viene prima
effettuata l'applicazione, poi viene valutato l'argomento e
infine viene applicata la continuazione,

Vediamo piu' in dettaqglio cosa succede ponendo f=f[[x];M)

call-by-value:
evalA[[x ;M 1[a ek =
eval¥/f[x ;M DNetff.evalla)e (fa.k(£(a)))) =
{ff£.eval [a)e (fa.k (f(a)))) (fx.eval[M)e[ x/[x] Istop) =
evalfa)e {fa.k (eval [M)e[a/[X]) ]Jstop)) =
evalfale(fa.evallMYe[a/Ix) ]k)

Cice': viene valutato l'argomento e poi viene valntato il
corpoe della funzione in un ambhiente esteso col valore
dell'argomento, Infine si applica la continuazione,

call-by-name:
eval[/[[xT;M)[a ek =
evalfl[x1:MNe(ff. k(£ (eval[a)e stop)))
(£f.k(f (evalla)e stop))) (Ix.eval (M)e[ x/Ix) Istop)
K({4x.eval [MYe[ x/[x) Jstop) (evalfa)e stop))

k(eval[M)elevalla)e stop/[x) Jstop)
evaln)el[evalfale stop/Ix) ]k

L]



Semantica dell'applicazione II.5.1
Cioe' viene valutato il corpo della funzione in un
ambiente In cui per ottenere il valore di x, occorre
valutare 1t'argomento. Al tutto viene applicata la
continuazione,
Vediamo cosa succede se la valutazione di N in [[x1;MIIN)
e' indefinita [cioe' se provoca un errore o se non termina).
Ccn la call-by-value tutta la valutazione e' indefinita,
perche' ([fa) e' la prima cosa che viene valutata: 1a
funzione denotata da (AT[xI:M]) et strict. Con la
call-by-name invece l'intera valutazione e' indefinita solo
se X viene valutato Adurante la valutazione di M, Infatti:
S5e M=x: evallx)elevalla)e stop/[x) ]k =
k(e[ evalla)le stop/[x) 1{x)) =
klevallaYye stop) =
eval[a) ek che &' indefinito.
S5e M=3: evall3lYelevalla)e stop/Ix) Jstop =
stop(3) =
3 che e' ben definito.

Quindi con la call-by-nanme la funzione denotata da

(AT x]:M]]1 non e' strict.
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Prendiamo in esame adesso 1la call-hy-value e la
call-by-name da un punto di vista implementeativo e
consideriamo l'espressione:

ALy Nex 30

Nella call-by-value si procede valutando prima gli
argomenti, e poi valntando il corpo della funzione in un
ambiente esteso con le associazioni:

x =33 =8

Nella call-by-name invece gli argomenti non devono essere
valutati e si utilizzano le sospensioni, in cui vengono
racchiusi gli argomenti ed 1 relativi ambienti ai
valutazione. Il corpo di una funzione viene quindi valutato
in un ambiente esteso con le associazioni:

x = suspf[3);envd ; y = suspEl4);envi

Quando la funzione lcokup va a cercare il valore di x,
essa forza in quelltistante la valntazione della
sospensiocne, fornendo il valore corretto. Si noti che
nell'esempio l'argomento 4 non viene mai valutato.

In assenza di side-effects la call-by-name puo' essere
implementata in modo molto piu' efficiente con un meccanismo

di chiamata detto call-by-need [Wadsworth 71] [Riello 761.

A differenza della call-by-name, la procedura lookup non
sclc forza 1la valutazione delle sospensioni, ma rimpiazza
anche il valore calcolato nell'ambiente al posto della
sospensione. In guesto modo ogni argomento viene valutato
una sola volta, come nella call-by-value, ma solo se e!

necessaric, came nella call-by-name.
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I1 corpo della funzione viene gquindi valutato 3in un
ambiente esteso con le associazioni

X = suspf I3);envd ; y = suspff4);envy
ma dopo la valutazione di x nell'ambiente si ha:

x =3 ; vy = suspfl4);envy
in modo che ad una successiva valutazione di x il valore 2
e' gia' pronto.

Tn un linguaggio con side-effects la call-by-need non e'
Fiu' equivalente alla call-by-name, @ non ne costituisce
quindi una implementazione, ma diviene un diverso regime di
rassaggio dei parametri. Per vedere la differenza basta
considerare l'espressione (dove := e' l'assegnamento e la
semantica e' una semantica con stores):

let[[a<=(1:;2) 1;:
Allx;y)s[ysfirst[x):=3;y1Nasfirst[a]]]

Se il passaggio dei parametri e' call-by-name il risultato

e' 3, mentre se e' call-by-need e' 1.

I1 passaggio dei parametri in TAT e' call-by-need. Questa
scelta e' stata fatta perche':

i) La call-by-need e' per efficienza l'algoritmo ottimale
di passaqgio dei parametri in quanto provoca le valutazioni
deqli arqgomenti solc quando sono strettamente necessarie.

ii) la call-by-need in assenza di side-effects implementa
la call-by-name, la quale ha una semantica piu' semplice e
generale della call-bhy-value {corrisponde infatti al
semplice rimpiazzamento del testo deqli argomenti al posto
dei parametri formali) ed ha 1la proprieta' di mantenere non
strict i costruttori (cioe' g[[x;yl;pair{x;y]] risulta

esattamente equivalente a pair, in modo che l'n-cenversiocone
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rimane valida).

Le sospensionl sono composte di tre parti, in modo da

contenere anche il tipo del valore sospeso:
susp <= <term:nterm;range:val|susp;env:a-list>

L'appicazione f[[x:a)->b;M][N] genera la sospensione:

suspEN;suspfa;elendomvalfdomi;envi;env]

Prima viene valutata la f-espressione e viene costruita
una chiusura con 1l'ambiente corrente, env. Poi viene
effettuata 1ltapplicazinne nel segnente modo: si espande env
con la wvariabile x a culi viene legata la sospensione
sucspEN,a,envy, ottenendo newenv, Si valuta M in newenv; se
in questa valutazione si incontra x allora la procedura
lockup si preoccupa di valutare ¥ in env, di retrarlo sulla
valutazione di a in env (che deve essere un dominio) e di
rimpiazzarlo come nuovo valore non sospeso di x in newenv,
Ogni successiva valutazione di x accede a questo valore gia!
calcolato, 2lla fine della valutazione di M si ottiene il
valore m, Questo viene retratto sulla valutazione di b in

env ed il risnltato e' infine m,
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I1.5.3: Oguaglianza tra funzioni

L'uguaglianza di due funzioni e' un problema indecidihile,
e la prima tentazione e' di lasciare totalmente indefinita
l'espressione:
equal[A[[x13x 1AMy )iy 11
Questa soluzione ha 1'effetto di lasciare indefinita
1'uguaglianza sn gunalsisi struttura dati contenente
A-espressioni. Soluzioni alternative (tutte ugualmente
arbitrarie) sono ad esenpio:
i) due funzioni son uguali se lo sono le loro
rappresentazioni (LISP)
ii) due funzioni qualsiasi sono sempre uguali
iii) due funziconi qualsiasi sono sempre diverse
In questi casi l'uguaglianza diventa rispettivamente:
i) non estensionale
¥x.equalfalfx1;b[x]]1 #> equall[a;b])
ii) non sostitutiva
(¥x.equallfazh] #> equal{Mfa/x];M[b/x]])
iii) npon estensionale
In TAU 1l'uguaglianza tra funzioni e' indefinita, ™
problema di memorizzare funzioni in strutture dati e poi
discriminare su di esse puo' essere risolto in molti casi

utilizzando 1le classi ed 1l predicato has, al posto di

equal.
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II.6.0: Semantica della h-astrazione

La semantica della p-astrazione puo' essere data in
termini dell'operatore minimo punto fisso:

eval(h[[x 1;" ek =
eval [x) [he',elevalMle'/Ix] Nk

La J-astrazione permette di definire funzioni ricorsive e
dati circolari, come verra' mostrato negli esempi. In TAU
esiste una forma di p-astrazione tipizzata che puo' essere
ricondotta alla precedente con le seguenti riduzioni

successive:

"[[x:2any]:M]
RI{x1:M¥YD]

dove n!' indica le h-astrazioni non ancora comnpletamente
ridotte, € ¢ rappresenta la retrazione di un valore su un
dominio, Notare che D viene valutato all'interno della
h-astrazione, e quindi conosce x.

Nell'interprete metacircolare:

term is nmu ->
BW[x:eval[term.range;extendfterm.var;x;envill;
eval[term.form;extendfterm.var;x;envi]]

Nell'interprete iterativo la valutazione di #[{x:D]1;M] in

(e) avviene nel seguente modo;

i) Ltambiente (ey viene asteso con la sospensione

tipizzata di M in arid:



Semantica
fmm—————— +
lg | X | o===== >
pommm———— +
e:

chiamiamo ({e') il nuovo
ii) Nelle sospensio

sostituito da {(e'):

della mu-astrazione

5usp
tmm e =——t
|l ol ol o]
==t | ===t
v |
My v

ambiente.

ni appena costruite,

et it +
v susp
dmmm———— B pmmmpmmm
er; [ A R < ot > 1 o] o] o===>
domm————— + t=|=t= | =t=—=t
e: v |

my v
sSusp
by

| 0| o | o====-

o et el R S
' v
40 ]

arid

viene

iii) Viene forzata la valutazione delle sospensioni, ed il

risultato m viene posto come valore di x:

Tl risultato della h-a

Per semplicita' neqli

strazione e!

esenpli che seguono

sospensioni non tipizzate,

si usano

solo



Esempio 1.

i) Susp
b ——— + et T
| £ 1| o====- | ol o |
fommm——— + t=|—4---4
| | v
| ! (ACCx];M0)
| |

ii) o ——————— +

v susp |

O + it SR S
| £} grme—s f 0 ) o-=—m¥
Fom e + el I
| | v
I ! iR SHLE)
| !

iii) e i e e R e ok +

v closure |
o ——— 0 et e
i £ ) o==mw= { O] o=y
o - + +-'—+-——-+
| I v
| | (Afx):mN)
] I
Notare come ad ogni chiamata ricorsiva

Semantica della mu-astrazione
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in
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viene
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Esempio 2. h(il[al; (a) ]

i) susp
$mm—————— + e S S
| & | o=====3 YC0O | © {
fmmm————— + - | 4=+
] | v
I ! [{a))

ii) e e A s el +

v susp |

fom—————— + $mmmpm= =} [
f & || o===== > 1] o] o-——==¢%
o -- + +-]-+-—-—-+
I ! v
I | [(a))
| |

iii) e e e e r e — . ———————— +

v pairval |

fmm————— + B et et s |
] &-] o= 2 § 8 ) Weu=tmmss + |
fmm—————— i b= | bt | |
| | v v |
! ! susp susp |
| | . Rt e a5 |
| | | o]l o] {- v ro====2]
l | t= | =+- |-+ e e s |
| | v ! ¥ |
| ! fa) | O |
| | s ————— ks
| |

Si noti che se 11 costruttore pair valutasse gli
argomenti, anziche!? sospenderli, 1la valutazione non
terminerebbe.

Una successiva valutazione di right[a] in (e') forza la
valutazione della sospensione di destra, ed il
rimpiazzamento del valore cosi' calcolato (nil) nella parte

destra di pairval:



e';

el
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o — e m———— = 4
v pairval |
------- + bmmmhm——t !
a | o==e—e—— z 1 af9 | |
------- + bo|—d-=—t |
! v I
| sSusp |
] it Y |
! } il oEeseeS=nte +
| +=] ===+
| v
} [al

dm e .
] pairval |

------- + UV 4em=i--=-% |
a | o====—- > o | o | |
------- + el ket ]
|

IT,6.0
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Esenpio 3. p[[al;a)]
i) susp
fmm————— ks fmmmdm——y
el: | & ) or==—= > 1 o]l o
fmm————— + t=|=t=-—4
! ! v
| | [a)
| !
ii) i o S i e o e e o S e +
v susp |
mm————— + R it R Y |
ars | @ | g===r=2 | 0 | o===mss=rs +
pomm———— + I
| | v
| | fa)
| !

iii) dobbiamo adesso valutare (fa) in [(e'), ossia
lookup[ fa);e'], ma poiche' fa) e' legata ad una sospensione,
loockup provoca automaticamente la sua valutazione. Ma 1la
valutazione della sospensione provoca ancora lookup[ fa);e!]

e cosi' via all'infinito, La valutazione non termina.,

Questo risnltato e!' corretto: infatti h[[al;a] e' il
minimo punto fisso della funzione identita' i=/[[a]l:;a]). Si
cerca cioe' il minimo x tale che x=i[x]. Poiche' questa

uguaglianza e' vera per ogni x, il minimo e' certamente &,
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Esempio 4. w = W[EAM[x]; {x;£[x+1]) ])
w07 = (03(1;(2;(3; (45 ...
w[0] e* la 1lista infinita d4i tutti i nunmeri,
Fuo! essere trattato a tutti gli effetti:
first{w[0]] = 7

first[rest[w["1]] = 1
first[rest[rest[w["]]]] = 2

Anche gui la valutazione converge grazie alle

IT.6.0

e come tale

sospensioni,



II.6.1: Stampa di strutture circolari

Come abbiamo visto il costrutto 1 e' in grado di creare

strutture circolari del tipo:

fmmm— bt
Yoremme >l ool
| o s ] e
| v

1 e
| #==>| o (o
| 1 #-l-teg -t
R t

| v

l b b B
fessas . ol o |

R
Per queste strutture il normale algoritmo di stampa cade in
loop e fallisce quindi il suo scopo. Si vorrebbe infatti
che la struttura precedente fosse stampata cosi':
pilal; @[[b]; (b3a) N) ]
¢ forse anche cosi':

+t==>( +=->(030))

Un algoritmo di stampa di guesto genere richiede dne
rassate.

La prima passata percorre in ordine anticipato 1la
struttura da stampare mantenendo uno stack delle
sottostrutture formanti un cammino tra la radice ed il purto
corrente. Ogni volta che si accede ad un sottostruttura si
contrclla se guesta e' gia' presente sullo stack. Tn caso
affermativo si e' scoperto un ciclo nella struttura e si
evita di prosequire in questa direzione. Il risultato della
prima passata e' un elenco dei punti di circolarita'.

1La seconda passata stampa le strutture controllando che
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queste non siano punti di circolarita'. Se 1lo soneo, 1la
prima volta che le incontra stampa "h[[a]l;"™ fa e' una
variatile mai prima usata che viene associata a quel
Farticolare punto di circolarita') e prosegue a stampare le
sottostrutture della struttura circolare. In guesto processo
gquande incontra 4di nuovo lo stesso punto di circolarita’,
stampa <emplicemente ™"a" senza entrare di nuovo nella
struttura. Alla fine della stampa si chiude la parentesi

" }n del h_
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ITI.6.2: Uquaglianza di strutture circolari

I1 principio su cni si basa 1l'algoritmo di stampa si
adatta anche al problema dell'uguaglianza di strutture
circolari. E' sufficiente una sola passata in cui si
confrontano in paralleloc 1le due strutture mantenendo due
stacks per rilevare i punti di circolarita'. Notare che i
punti di circolarita' possono non corrispondere (vedi s1 e
£2 sotto), ma guando corrispondono devono  risultare

ugualmente profondi sugli stacks.

Consideriamo le strutture:

s1 = p[[bli(aib) ]
e ——— +
v $mm—t= | =4
------ > o | o |
+= | ===+
\j
a
52 = (a;p[[b]); (asbh) ])
oo o o +
tmmmpm——t ¥ Lt D Bt
------ 31 o | io~=====<3] 01 0 |
F=| === +=|=4=-==+
v v
a a
53 = p[[b]; (a5 (ash)) ]
o - — - ———— +
v e 1 fommt= =t
------ >l o | Oo=======>] 0 | o |
t= | ~==—t = | ===
v v
a a

s1=sZ e' vero, mentre s1=s53 e 32=s3 sono falsi, Tnfatti:

R[[b]; (a;b) ]
A[LDbY: (a;b) IIn[[b];: (as;b) 1]
}3:h[[h];(a:h)]

s

o onn
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IT.7.0: Let

La semantica del costrutto let e' la seguente:
eval[let[[ x1<-21; ..., :x[n)<-A[n]]:M IYek =
evalfal)e(fatl, ...
evalfi[nNe(falnl.eval [M)e[at/Ix1)] ...
(aln)/Mx{n]Nk] .. )
A[i] viene valutato nell'ambiente esterno a let e legato con
x[1]. M viene valutato nell'ambiente esterno esteso con i
nuovi valori A[i] degli x[i], =ad il suo valore e' il valcre
di tutto il let.
La sintassi del TAN prevede anche la possibilita':
let[[ x<=A then y<-B];M] = let[[x<-2]; let[[y<-B];:M]]
Si vede facilmente che let[[x!'<=-Al; ... ;;x[n]<-A[n]]:M]
equivale a
ALCxY; o0 3x[n]YsMIAY; ... R[N]]

con call-by-value,

In un let o in un letrec puo' comparire la freccia <= al
Fosto della <- . Questa e' una abbreviazione sintattica per

la definizione delle classi: vedi [TI.10.8].



I11.7.1: Letrec

La semantica del costrutto letrec e':
eval[letrec[[x1<=A1; ... ;x[n)<=A[n]];:M ek =
let e'{-he'.aleval(Al)le! stop/[x1)] ...
[eval(A[n ]J)e' stop/{ix[n]))
in eval fAl)e'(fal. ...
eval[A[n ]}e' (fa[n].evalM)e'k) .. )
A* ,,, A[n] vengono valutati in un ambiente (e') ottenuto
estendendo l'ambiente esterno (e} con i wvalori 4i 2atr ..,
A[n] (valutati in un ambiente (e') ottenuto estendendo
l'ambiente esterno (e) con i valori A! ,.., A[n)] ecc.) conme
se 2! ,,, A[n] fossero gia' stati valutati in (e'), Poi M
viene valutato nell'ambiente (e') fornendo il risultato
finale. L'effetto di guesto meccanismo circolare di
valutazicne e!' che tutti gli x[i] sono conosciuti
all'interno di ogni A[i .
Cio' permette ad esempio di costruire funzioni ricorsive:
let[[fact'<-L[[n];"

:01
let[[ fact"<-A[[n
fact"[21]1] =

n="1=>1 yJH X fact'[ n-1 ]]];

[ )
Tes W

)]

let[[ fact'<-A[[n ;" 1];

letrec[[ fact"<{~-A[[n1;n=0->»1,n x fact"[n_1]1);
fact"[21] = 2

dove fact!' e Ffact" sono due variabili diverse aventi lo
stessc ncme, 7T1 fact A1 fact[n-1] e' quello esterno (fact!)
nel primo caso, e gquello nello stesso ambiente (fact") nel
secondo caso, di medo che il risultato differisce. Notare
che [pf.M) e' equivalente a [letrec[[£<-M];f ]).

Nell'interprete iterativo la valutazione

evaltletrecl[x1<=-AY; ... ;x[n)<-A[(n]1];:M Nek
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avviene nel segquente modo:

i) l'ambiente (e) viene esteso con le sospensioni
degli A[i] in arid:

susp
pmm e ——— + dmmmpm—— g
ets (x[n]] o~=—== > 1 o | o]
fm————— = —+=-—=4
| i ] v
| . | (A[n ]}
| @ |
1 . | susp
o ————— + et e
e: | x? | og===== > 1 o | o
et & t=|=t===4+
| | v
| | (A1)

ottenendo cosi' un ambiente (e').

ii) nelle sospensioni appena costruite, arid viene
sostituito con ([et):

e — e, ———————— +
v susp [
fommm———- - Fom—t—=—3 |
e': Ix[n]] o===-- > | 6| o===== > |
fmm——————— + +- ]| =t=-==4+ |
| . ! \j I
! . ! EIR) I
! . ! I
| . ! susp |
Fmmmm———— + bmmmp ot |
| xt ] O===——=—= > | 0| O====—- +
G o e + -I-—]-+—---l-
l ! v
! ! (at)
| |

iii) vengnno valutate le sospensioni, nell'ordine
x! ... %X[n], ed i valori calcolati vengono
sostitulti nellt'ambiente al posto delle
sospensioni.
Indichiamo con A[i] la valutazione di ([R[i1) in
(e') :

fmmmmm——— +
et: 1x[1i]] o-==== > A[n]
Fmmm—————
| . 1
| . !
I . |
fmmm g
e | x| Qs=ve= > At
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iv) nelltamhiente (e') cosi' ottenuto viene
valutato [M).



II.8: Coptinuazio

1=
fas

IT.8.0: Semantica delle continuazioni

Le continuazioni sono state introdotte in [T.3.5]1 conme
tecnica di espressicne della semantica dei linguaggi, ma
esse possono anche essere messe a disposizione dell'utente
per wezzo di oppeortuni costrutti. I1 piu' comune e!?
1l'escape:

M]lek = eval[M)le[in(V,cont,k)/[x) ]k
k oval(A)e (fa.eval [BY)e out (a))

eval¥[[x
eval{A[B]

1
le

la prima eguazione dice che 1la continuazione di una certa
espressiocne M puo' essere conservata come funzione in nna
variabile x e resa accessibile in M, lLa seconda equazione

mostra come si passa un valore B ad una continuazione R,

assumendo che A valuti ad una continuazione.
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11.9.0: Semantica dei blocchi

Un blocco €' wuna sequanza di espressioni che
valutate di seguito. L'ultima di gueste espressioni
valore di tutto il bhlocco:

evalyfatl; ... 3a[nl1]lek =

avalfal)effal., ... evalfa[n]lek .. )

IT.

a.n

vengono

da?

il
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TI.10.0: Sistemi di supertipi

Per supertipi si intendono gui le gerarchie complesse d4i
tipi presenti in linguaggi come 1'BL1, 1'ALGO68, ecc, Cio!
“he distingune un sistema di supertipi da un sistema di tipi
riu' convenzionale e' l'esistenza, a fianco ad esempio dei
*ipi: num (numerl), bhool (booleani), ecc,, del tipo: donm
‘tipi). Cioe' se 7 e' un num e true e' un bool, si ha anche
“he num €' un dom, bool e' un dom, dom e' un dom.

Dei sitemi Ai supertipi si  puo' dare una formulazione
iclto generale come seqgue:

a) A, E, C, «». € DoOm sono domini

k) a, b, ¢, +¢o € Val sono valori

c) Dom < Val tutti i domini sono valori

d) esiste una operazione di retrazione di un valore su un

e

lominio:
Y : Dom x Val -> Val
he ha la proprieta':
YIR)OY () = Y (R)
“'operazione di retrazione consente di specificare aquali
valcri appartengono a guali domini e quali siano le
izrarchie tra i domini,
e) esiste un doainio any<€Dom tale che:
Y¥a<€val. aVYany = a
‘ioe' Y(any) e' 1l'identita'’ su val,
f) esiste un dominio dom<€Dom tale che:

¥r<€Dom. AV¥dom = R
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nuesta condizione e' guella che caratterizza i sistemi di
-upertiri.

g) altri valori per i quali ayA = a sono caratteristici
iei particolari sistemi di supertipi.

h) sulla base della definizione di ¥ si possono definire
tre predicati utili:

Ya<€vVal;k<€Dom. a is A <=> aVA = a
¥a<€Val;A,B<€Dom. A in B <=> (a is A => a is B)
¥p,B€Dom., R=B <=> (A in B) & (B in &)

i) Di +tutte le funzioni V¥ che soddisfano 1le condizioni
nctecedenti viene scelta guella corrispondente al minimo
rcedicato is (minimo nel senso di "piu' falso" sotto
1'ordinamento parziale true<true; false<false; false<true;

“n€Ccm. f£(R)<g (L) <=> ¥a<€Val. f(R,a)=<g(r,a)).

Alcune proprieta' di is e in possono essere immediatamente

~icavate dalle definizioni:

¥a<vVal., a is any
¥A<€Dom., A is don
$A€Dom, A in any
¥A€Dom, A in 2

¥A,B,C<Dom., A in B & B in € => & in C
Proprieta' interessanti di don ed any si ottengono

istanziando le precedenti:

any is any any in any
dom is any dom in any
dem is dom dom in dom

any is dom
Nei sistemi di supertipi non e' possibile definire a
mesto livello di generalita' una funzione type(a) che da un
valore ricava un dominio che lo contiene., La definizione
niu' naturale di type sembrerebbe la seguente:

type(a) = min{A|(a is A)}
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iove il minimo e' fatto rispetto al predicato in.

Questa definizione pero' non da' i risultati aspettati
'uando ad esempio si includono gli insiemi ({a,b,c}) tra i
tipi strutturati. Tn tal caso si ha sempre type(a) = f[a} che
rnon fornisce nessuna informazione su a.

La funzione type deve quindi essere definita caso per caso
nei sistemi a4i supertipi nel modo che risulta pin?
conveniente, Nel caso precedaente una definizione

=oddisfacente puo' essere:

type(a) = minfAla is & e A non e' un insieme}
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TI.10.1: Unione disgiunta

~opn il significato intuitivo che A|B (A unito B) e' an
lominioc i cui elementi sono l'unione di quelli di 2 con
'uelli di B e che se un elemento appartiene ad R, esso
appartiene in modo piu' o meno diretto anche a A[B. L'unione
+ra domini puo' essere realizzata principalmente in due
nedi, e 1in questo paragrafo esaminiamo 1'unione disgiunta.
ssa vucle modellare l'unione disgiunta definita in [T.2.07.
Definiamo un sitema di supertipi:

i) boecl,dom,any<Dom
A,B<€Dom => A|B<Dom unione disgiunta

ii) true,false<€Bool sono valori (Bool<vVal)
i domini sono valori (Dom<Val)
a€Val => at€Val,at<€Val inserzione sinistra e destra
iii) Yy e' individuata dal minimo predicato is che soddisfa
le condizioni:
¥v<€val. v is any
¥d<Dom, d is dom
¥b<€Bool. b is bool
¥a<€val;A,B3<Dom,
at is A|B 4=> a is A
al is A|B {=> a is B
Come si vede, se f{a is A) non &' vero che sia ([(a is 2IR)
ma a deve prima essere inserito nelltunione disgiunta con
'gperazione at, I1 +termine unione disgiunta deriva dal
‘atto che gli elementi di A e B non si mischiane
indistinguibilmente caome nell'unione tra insienmi, ma
santengono l'informazione sulla loro originale appartenenza
zd A 0 B. Inoltre se simultaneamente (a is A) e (a is B),
nell'unione disgiunta A!B si trovano due distinte occorrenze

ii a: at e at, anziche' una =sola come nell'unione +*ra

insiemi.
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“I.10.2: Unione congiunta

L'unicne congiunta intende modellare l'unione tra insiermi,
ver culi un valore appartiene all'unione congiunta R|R
semplicemente se appartiene ad A o appartiene a B,

I1 sistema di supertipi che ne deriva e' il sequente:

i) becel,dom,any<non
A,B<€Dom => A|B<Don unione congiunta

ii) true,false<€Bool sono valori (Bool<Val)
i domini sono valori (Dom<Val)

iii) y e' individuata dal wminimo predicato is che soddisfa
le condizioni:
¥v<€val. v is any
¥d<€Dom., d is dom
¥b<€Bool. b is bool
¥a<€val;R,B€Dom. a is R|B <=> (a is D) v (a is B)
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I.10.3: Prodotto cartesiano

I1 predotto cartesiano tra domini e' 1l'analogo del
ircdotto multiplo definito in [T.2.5T Si usa 1a
tappresentazione:

CALS was JATD T nx0

Il prodotto di zero domini <> e!' detto anche null. Se at,
vee sa[n] sono elementi dei domini A, ,.. ,A[n] allora (at;
ves salfn]) e' un elemento di <Al; .., ;A[RY> ed e' detto
lenericamente lista. La lista di zero elementi () e' detta
inche nil ed e' 1'unico elemento di null.

Un sistema di supertipi con prodotto cartesiano e' ad
1sempio:

i) bool,dom,any<Don
Al, "o ,3‘.[1‘1]4“0[11 => <ﬂl: e ;R[n})( Nom

ii) true,false<€Bool sono valori (Bool<val)
i domini sono valori {Dom<Val)
al, ... ,a[n)] € val => [(al; ... ;a[n]) € Val

iii) ¥ e' individuata dal minimo predicato is che soddisfa

le condizioni:
Jv<€val, v is any
¥d<€Dom, 4 is don
¥b<€Bool. b is hool
¥at, ... ,a[n)€val; A, ,.,,., ,A[n]}€Dhom.

fats: wawr. jaln]) is CAYF wee AR > <=5
¥i. a[i] is &[i]
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[T.710.4: Domini funzionali

I domini funzionali intendono modellare 1l'operazione D
lefinita in [I.2.%7. Un elemento Ai un dominio 2->P e' una
funzicne che prende un elemento di A e restituisce un
zlemento di B, I1 modo piu' adatto di rappresentare funzioni
ii questo ¢genere e! mediante Jf-espressioni tipizzate:
{A[[x:A]->B;M],

I1 sistema di supertipi che si ottiene e' il seguente:

i) boel,dom,any<hon
A,B<Dom => A->B<€Don

ii) true,false<€Bool sono valori (Bool<Val)
i domini sono valori (Dom<vVal)
a€Vval; A,B<€Dom => J[[x:A]->E;a] € Val

iii) Y e' individuata dal minimo predicato is che soddisfa
le condizioni:
¥v<€vVal. v is any
¥d<€Don. d is don
¥h<€EBool. b is hool
¥A,B,A',B'€Dom;a<€Val,
A[[x:A)->Bsa] is A1=>3' <=> A=>B in A'=>B!
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1I1.10.5: Domini potenza

I domini potenza modellano 1l'operazione #* definita in
[I.2.5]. Un elemento di A* e' una lista (at; ... j;a[n] di
elementi di A (con n>") indicata con A(al; ... :a[n)). Un
sistema di supertipi con domini potenza e' il sequente:

i) boocl,dom,any<Dan
A€Daom => A¥<Nan

ii) true,false<€Bool sono valori (Bool<Val)
i domini sono valori (Dom<vVal)
A€Dom; al, ... ,a[n)] € val =>
Af(at; ..., ;a[n]) <€ val <=> ¥i, a[i] is 2

iii) ¥ e!' individuata dal minimo predicato is che soddisfa
le condizioni:
Yv<€val. v is any
¥d<€pom, d is dom
¥b<€Bool.. b is bool
Y¥Afal; ... ;a[n])<€val:; B*<€Dom,
Af{al; «s+s zaln]) is B* <=> A in B
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Gli dinsiemi modellano i domini-insieme definiti in
[I.2.5]. Un gruppo qualsiasi di valori al, ... ,alfn] € val
Fuo' essere raccolto in un insieme {al; ... ;a[n]} (n2"),
Lt'insieme vuoto ([} e' detto anche void. Un sistema di
supertipi con insiemi e' il seguente:

i) bocl,lom,any<Dom
al, ... ,a[n] € val => {at; ... :a[n]} <Dom

ii) true,false<€Bool sono valori (Bool<val)
i demini sono valori (Dom<Val)

iii) ¥ e' individuata dal minimo predicato is che soddisfa
le condizioni:
Jyv<€val., v is any
¥d€pom. d is dom
¥h<€Bool. b is bhool
¥al, ... ,a[n] <€ Val.
¥i. a[1i] is [al;, +.+ ,a[n1]}
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I1 concetto di classe corrisponde alla possibilita' d4di
creare domini dotati, nelle intenzioni, delle seguenti
caratteristiche:

a) Un dominio classe (o semplicemente classe) A' viene
costruito sulla base di un dominio preesistente 2.

b) Piu' classi diverse A?', A", ... DOSSONo essere
costruite sulla hase dello stesso dominio A,

c) Per ogni classe A' esiste una funzione di iniezione
up (A') :A->A' biunivoca che immerqge gli elementi d4i 2 in 2?,
la funzione 1inversa €' wuna proiezione down(A'):A'->R, la

notazione che verra' usata in seguito e':

a up A' = up(i') (a)
down a = down(iA?') (a) se a is A!
d) a is 2 <=> fa up A') is A?

e) un elemento di una classe e' diverso da gualsiasi
valore che non sia elemento di quella stessa classe., Tn

particolare elementi di classi diverse sono diversi.

Le <classi consentono di costruire domini Mastrattin
formati da valori ™nuovi", esclusivi della classe a cuil
appartengono. Con cio' si ragginngono due obbiettivi, Tn
primo lucgo una strutturazione dei dati, in guanto si puo!
nascondere sotto una classe A', che appare all'uso simile ad
un deominio elementare, un dominio A eventualmente molto
complesso. In secondo luogo si ottiene una discreta

protezione dei dati, in guanto le funzioni scritte per

lavorare su A' non funzionano se applicate a dati diversi.
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Ltunione disgiunta si avvicina abbastanza, ma non del
tutto, a implementare le classi.

la costruzione di una classe a partire da un dominio 1
puo' essere fatta con 1l'unione Alvoid, dove void e' il
deminio senza elementi. 2llora la iniezione (a up Alvoid)
diventa 1l'operazione alt,

Purtrtoppo pero' nonr verngono soddisfatti i punti (b) ed
{e) <che sono essenziali per applicazioni di wuna certa
complessita?l,

Un modo di realizzare integralmente le classi e' guello di
introdurre i domini etichettati i/a, dove 1A e!' un dominio e
i<€lab una etichetta. Se i/A e' una classe allora: (a up i/n)
e' un elemento della classe 1/2 sse (a is 1). In questo
modo i punti f{a) ... [€) risultano soddisfatti. Un esempio
di sistema di supertipi con classi e' il seguente:

i) bool,dom,any<bon
A€Daom => ¥i<€lLab. i/k€Dom

ii) true,false<Bool sono valori (Bool<val)
i domini sono valori (Dom<€Val)
a€val => (a up i/A)<€Val

iii) Y e' individuato dal minimo predicato is che soddisfa
le condizioni:
Yyv€val., v is any
¥d<€pom. d is dom
Y¥b€Bool. b is bool
Ya€vVal; ¥A<Dom: ¥i<Lab.
(a up i/0) is i/A <=> a is 1
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Nel costruire un sistema di supertipi la prima scelta da
fare riguarda 1l'operazione di unione. L'unione disqgiunta,
insieme al prodotto cartesiano e ai domini funzionali forma
un sistema completo e hen sperimentato di supertipi. Se a
questo si wvogliono pero! aggiungere le classi le
caratteristiche di strutturazione dei dati delltunione
disgiunta diventano ridondanti e puo! essere pin?
conveniente e naturale utilizzare l'unione congiunta.

In TAU l'unione congiunta viene affiancata al prodotto
cartesiano, ai domini funzionali, ai domini potenza, aqgli
insieni e alle classi,

Il prodotto cartesiano presenta una variazione rispetto a
quello gia' discusso: ogni elemento di un prodotto di domini
viene associato ad una etichetta:

<x1:A'; ... ;X[n1:R[n]>

Due prodotti sono uqgquali se hanno uguali domini ed
etichette., Per tntte le altre operazioni sui prodotti, le
etichette sono del tutto trasparenti. Questi prodotti
etichettati combiqati con le classi consentono 1l'uso della
dot-notation nella selezione dei campi di un record. (Qui
rer record si intende un elemento di una classe costruita su
di un prodotto cartesiano)

La dot-notation viene definita cosi': sia itenm[ fal; ...
:a[n) :ilJ=a[i] 1la funzione che estrae 1'i-esimo elemento da
una lista, e sia

record=(al; ... 3aln]) up i/<xt:At; ... ;x[n]:A[n]>

allora:
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record.x[i] = item[down record;i]
dnche le classi in TAU presentano alcune particolarita':
i) le labels di classe sono inaccessibili all'utente e
vengono automaticamente generate, sempre diverse, ogni volta
che viene creata una c¢lasse. Ogni nuova classe e' guindi
antomaticamente diversa da tutte le precedenti (cio!
consente una implementazione dell'uguaglianza +ra classi
tasata , 4in terminologia LISP, su una eq anziche' su una
equal).
ii) un elemento di una classe costruita su un dominio
funzionale puo' essere applicato:
[£ up i/[A->B17(x] = £[x]
iii) 1'operazione fa up A) che costruisce gli elementi di
una classe viene scritta:
Agal; ... j3aln]l
se A=i/<x1:Ar; ... ;%x[n1:A[n]> e a=(al; ... 3a[n)])
(la notazione corretta sarebbe Af(al; ... a[n])d, ma viene
usata questa per comodita') ; altrimenti:
Afaj
iv) l'operazione che genera le classi e!
gsed
dove 4 @' il dominio su cui viene creata la nuova classe
iz/d e s e' una stringa usata per motivi di stampa. 2Pd
esempio la stampa di
mpair"::<{left:any;right:any>E3;53
e' semplicemente "pairfl<5ijd. Se s="" viene invece stampata
lt'intera struttura di d.
v) lt'espressione;

let[[a‘::‘l ]; “« s 1
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-~ e' una abbreviazione sintattica di:
let[Ta<-"am::d7; seo ]
Lo .
e analogamente per il costrutto letrec.
-
vediamo adesso 11 sistema di supertipi del TAU:
- ;
i) void,bool ,num,string,dom,any<€Ddom
A,A[i],B€Dom; a[il¥val; i<€Lab =>
-~ <x1:p1l; ,., :xInl:A[n)> < Dom
AlB <€ Donm
A->B <€ Donm
- A® € Dom
fal; ... a[n}} <€ NDomn
i/ < NDom
-~ - . .
ii) A<Dom; a[i]€Val; i<€Lab =>
0'1;21 . { N: "1<Val
- true,false € B; B<Val
" .. " € S5; 5<Val
void,null,honl,num,dom,any € Dom; Dom<Val

- (al; ... jalnl) <€ Val

A(al; ... 3a[n]) <€ Val purche?

¥i. A has a[i]

a up i/ <€ Val purche!' A has a

iii) ¥v<€val., v is any

¥d<€pom, d is donm
- ¥b<€B. b is bool
¥n€N. n is nunm

¥s€S, s is string

- Yya,a[i],b€val; A,A[i ],B€Dom; 1i<€Lab.,

(at; ... ;a[n]) is <xt:1p1;
<=> ¥i, a[i] is A[(i]

e Xl AR P>

- a is 2B <=> (a is X)) v (a is B)
A[Tx:A1->B; ... ] is A'=>n?

<=> (A in AY) & (B in BY)

- A(al; +s. :a[n)]) is B <=>
¥i., af[1i]) is fat; ... ;aln]}

aup i/A is i/2

B in B

IT,10.8
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II1.11: Tecniche di_supporto

II.11.0: Memoria soffice

L'uso spregiudicato che e' stato fatto in vari paragrafi
di strutture dati fortemente dinamiche sia nel tempo che
nello spazio ([TT.2,7] ambienti distribuitis: TIT.5.21
chiusure; [IZ.3T [I1.5.27 [IT.7] sospensioni; [IX.8]
continuazioni) ha la sua giustificazione nell'esistenza di
un algoritmo di garbage collection in grado di trattare in
modo ampiamente soddisfacente strutture di questo tipo
[ Hewitt-Backer ].

I'algoritmo si hasa sulla ricopiatura e compattificazione
delle strutture attive da untarea di memoria ad unvaltra di
uguali dimensioni, Questa idea di thase puo' essere
sviluppata fino ad ottenere uan garbage collector
incrementale [che raccoglie le strutture attive in parallelo
con ltelaborazione) oppure uno che lavora su una memoria
partiziopata in n parti (anziche' in due), o combinazioni
delle due cose.

Se ad un garbayge collector di questo tipo si affianca un
meccanismo di dJdefinizione lei formati dei dati da
raccogliere, procedure generali di manipolazione dei dati
cosi' definiti, e alcuni tipi di dati built-in (tipicamente
interi, booleani e stringhe con 1le rispettive operazioni
elementari) si ottiene un sistema di gestione della memoria
capace di servire da supporto per l'implementazione di
qualsiasi linguaggio. Lo sforzo di programmazione si riduce

in questo modo di almeno un'ordine di grandezza.
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0: _Semantica a' la_ Scott-Strachey

III.0.0% Domini sintattici

T domini sintattici venqgono definiti a partire da una
sintassi ristretta, dalla quale per successive definizioni
si puo' ottenere la sintassi completa [TIT,1.1]. T) processo
di estensione e' trattato per ogni singolo costrutto nel
corso della seconda parte [II] ed e' riassunto in [TTT.1.37.

Svarz = atltb] ..

sterm> := <var>
<null>
<hool>
<num>
<string>
<elemdlom>
<elemfun>
<term2>2-><termz,<term>
<term>[ <term>]
Al svar>:<term2 }-><term2;<term>)
Rl svar>1;<term>]
YI[ Svar=];<term2]
let[[<deflist>1;<term>]
letrec[[ <deflist>];<term> ]
[<termlist>)

Stermlist> := <term2|<term>;<termlist>

<deflist : [<deflist1>
<deflist1> := <def>|<def2;<deflist1>

<def> := <var> <- <tern>
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var = num

var::var #

null:: #

boolz:: [0,1] #

num: :num 9

string:: (length: :num@chars::num*) &

elemdoms:: {0 ,1,2,3,4,5,6} @

elemfun:: {0, ... ,n} ® :

cond:: [(if::exp@then::explelse:texp) @

appl:: {(fan::exparg::exp) @

lamb:: (binder: :var®@body::expf
domain::expRrange::exp) @&

mu:: (binder::varfbody::exp) @

escape: : (binder: :var@body::exp) ®

let:: (defs::def*@body::exp) ®

letrec: : (defs::def¥@body::exp) #

block: :exp®

exp

def = binder::varfvalue::exp
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-4
-
-

-

I1 parser opera le traduzioni:

[a) = in (exp,var,n) se [a) e' 1l'n-esima variabile

[0 = in(exp,null,y)

[tTtue)] = in (exp,bool,()

{false) = in (exp,bool, 1)

[n] = in(exp,nun,n)

["ct ... c[n]") = in(exp,string,$m,4n!, ... ,n[mP}
se n[i] e' la codifica del carattere c[i]

1d) in {exp,elendom,n) sefd) e' 1l'n-esimo elemdom

1£) in {exp,elenfun,n) se [f)] e! l'n-esima elemfun

[P->M,N] = in(exp,cond, (P}, (M), [N}})

(M[N]] = in(exp,appl, €M), [N)I})

[A[[a:D]->R;M ]} = in(exp,lanmb,fla), (M), (D}, KR)})

ihiffa);M]] = inlexp,mu,{fa), (M})

[Yi[al;H]] = inlexp,escape,{la), [M]})

[let[[al<-N1; ... ;a[n])<=-N[n]]:M) =
in (exp,let,${{fal), IN1)Y}, ...

fraln ), IN[n]X2X, [MY})

[letrec[[al<-N1; .., ;a[nK=-N[n]]:M]Y =

in{exp,letrec, € 1al), N1}, .+
of0aln )Y, IN[nIY IR, IM)YD)
[(fM*3 ... sM[n]) = in(exp,block,{(Nl), ... ,IM[nT1})

]



- IIT.0.1: Domini semantici

V = null::H &

bool::B @

- num::N @

' string::S5 @
pair::L @

- array::2 #®
cont::K &
elemfun::F° @

-~ fun::F @
dom::D @
datum::T
-
H=
- B = {0,1)
N = num
-
5§ = length;:;:num@chars: : num®
- 1L = first::V®rest:: (HBL)
A = kind::D@items::V*
-~
K = Vdyv
- Fo = {0, ... ,n}
F = kind: :DRfunz:: VDV
’

D = elemdom::EN @
union::7UD @
- cross::PD ®
star::ID 9
arrow::kD #
- set::5D @
class::CD

{0,1,2,3,4,5,6}

»

DD = left::DBright::D

-
PD = D%
- 0D =D
AD = domain::;DRrange::D
P
SD = Ve
- CD = label::numRdown::D
I = type::CDAproj::V
o~

 ————————————————————— et
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IIT.N,2
F ITT.0.2: valutazione
' - - 3
In guanto segue si indicheranno con Wal- (afi )y le
- variabili <var2>, con "()" 1'upica costante <null2, con "h"
le costanti <bool> ("true" e "false"), con "n" i <num>, con
e "s" le <string>, con "d" gli <elemdom>, con "f" le <elemfun>
’ e con IIMH’"N"‘“‘DH‘II'!'\"'II'."lI i Sterm?.
evaluate = [flx:exp)->V. eval (close (x) (arid, stop)
-
evalfalek = k (e[a))
evalf()]ek = k(in(V,null,outf()}))
- eval [bYek = k (in(V,bool,out[h)))
eval[n)ek = kX (in(V,num,out[n)))
eval{s)ek = k(in(V,string,ont{s)))
-~ evalfdlek = X (in(V,dom,in(D,elendom,out fayyy
eval[f]lek = k{(in(V,elemfun,out(£f)))
evalp-3M,NY)ek =
- eval [P)e (fp.is (bool, p) =%out (p)->

eval [MYek,eval[N)ek,+)
eval (N[N ]lek =
- eval [M)e (L.
is(elenfun, f)->k(call (f,eval [N)e stop)),
is (fun,f) ->k (apply (out (£) ,eval [N)e stop),
~ is (cont,f)->eval [N)e out (f), )
eval{/f[[a:D]->R;:MJek =
k(in (V,fun, feval[D->R)e stop,

- fa.eval[M)el[a/[a) Istop})),
eval(h{[a ;M ])ek = evalla) (he'.e[eval [M)e! stop/fa) Nk
eval[y[[a];M]lek = evalfa)e[in(V,cont,k)/[a) Jk

- evalflet[[al<-N1; ... ;a[n)<-N[n]];M ek =

eval|N1le(fal. ... eval[N[n]le(fa[n].
evalM)efal/fal)] «v. [alnl/taln]NIK) .. )

-~ evallletrec{[a1<-N'; ,,, ;a[n)<-N[n]):M) =

let e'<-he'.e[eval(Nl)e' stop/lal)] ...
[eval[N[nye! stop/fa[n]}]
- in evalfNt}e' (fal, ... eval [N[n ])e"* (La[n].
eval[M)e'k) .. )
eval|(Nt; .. :N[n]}ek =
o~ eval[Ntlle(fal, ... eval(N[n]lek .. )

apply = f(f:F,a:V)=>v,
- has {out (£.kind) .domain,a)->
let v<-£.fun (a)
in has(fout (f.kind) .range,v) ->v,r,r

e call = f(f:F0,a:V)=->V.

out (£)->in(V,fun,union(a)),
~ out (£)-1->cross(a),

out (f) -2->»star (a) ,

. i T
-~

\M



IT7I.0.3
- TIT.0.3: Funzioni elementari
& union = Aa b.in(v,dom,in(D,union,{a,bd))
- cross = Aa.in(v,dom,in (D,cross,a))
star = fa.in(V,dom,in(D,star,a))
@ arrow = fa b.in(V,dom,in(D,arrow,4a,b}))
-~ set = fa.in(v,dom,in(D,set,a))
class = fa b.in(V,dom,in(D,class,§a,b}))
e pair = fa b.in(V,pair, {a, b))
- array = fa.in(V,array,a)
make = fa b.in{V,datum, §a,b})
. first = fa.is(pair,a)->out(a).first,»
- rest = fa.is(pair,a)->out (out(a).rest),r
kind = fa.is (array,a)->out(a).kind,»
e item = fa n.is(array,a)-»is (num,n)->
- out {a) .items.out (n) ,r,r
proj = fa.is(datum,a)->out{a).proj,r
@ left = fa.is(dom,a)=->is(union,out(a))~->
out (out (a)).left,y,+
e right = fais{dom,a)=->is(union,out(a))->
ont {outfa)) .right,», 7
e factor = fa n.is(dom,a)->is (cross,outf(a))->
is {num,n)->out fout(a)).out ) ,vrrer
¢ base = fa.is(dom,n)->is(star,out(a)) ->out{out(a)) ,r,»
- domain = fa.is(dom,a)=->is(arrovw,out (a))->
ont fout(a)) .domain,y,r
- range = Ja.is{dom,a)->»is(arrov,out(a))->
ont (out(a)) .range,y;r
- elem = fa n.istdom,a)->is(set,out(a))=--is(num,n)->
ont {ont (a)).out(n) yrersr
- down = fa.isfdom,a)->»is(class,out(a))->

out (out(a)).down,r,r
- not = fa.is thool,a)-»in(V,bool,out(a)->1,0),+

W



Pfanzioni elementari TITers3

guce-= Xa.is{num,a—)in(V,nuw,out{a)+1),7

pred Aa.is{num,a)-)in{V,num,out{a)—1),r

length = Aa.is{strinq,a)-bout{a).lengtb,r

char = fa n.is (string,a)->is(num,n)->

in(Vv,string,{1,4out (a) .chars.out (n)*» ,+,
conc = fa b.is (string,a)->is(string,b)-> ... rTrT
type = Aa.is{nul],a}-éin(v,dom,in{D,elemdom,T)},

is(hool,a)-)infv,don,in{D,elemdom,1)},
is(num,a}-)in{V,ﬂom,intD,elemdom,Z)],
is(string,a)-)in(v,dom,in[D,elemdom,B)),
is{pair,a)-?in{v,dom,in{D,cross, O I T
is{arrav,a}—)in{v,dom,in(D,star,out(a).kind\),
is(cont,a)->» ,., ,

is{elemfun,a)-» ..., ,

is (fun,a)->»out {a).kind,
is{&om,a)-)in{V,dom,in{n,elemdom,uy),

is (datum,a) ->out (a).type, s

has = fa b.
let true<-in(V,bool,n)
false<-in (V,bool, 1)
in is(dom,a)->
isfelemdom,out (a))->
out (out(a))=0->is(null,b) ->true,false,
out(out{a))=1->is(hool,h)-)true,false,
out (out(a))=2->is(num,b)->true, false,
out (out(a))=3->» is(string,b)->true, false,
out fout(a)) =4->is(dom,b) ->true, false,
out (out(a)) =5->true,»
is(union,out(a))~>» .., ,
is{cross,out(a))->» ... ,
is(star,out(a))=->» ... ,
isfarrow,out(a))-% ... ,
is(set,out(a))=> ... ,
is{c]ass,out{a})->is(datum,b)-)
tout(out{a)}xb.type)-)true,false,false,
T



I1T.1.0

III.1: Interprete metacircolare

I11.1.0: Organizzazione generale

si distinguono tre livelli disgiunti di strutture dati:
%) rappresentazioni esterne: FRext
%) rappresentazioni interne: Rint
#) insieme dei valori: val
Lt'interprete e' costituito dalle funzioni:
#) parse: Rext -> Rint
%) eval: Rint -> val

#) print: val => Rext



e
ITT,; ¥, 1
- ITT.1.1: Rappresentazione esterna
-
<term2 := <const>
<var>
- (Stermlist>)
=term2(<termlist>)
<term>, <ident>
- <term>-><term?>,<term>
Sterm>[ <termlist>]
Al [ sparlist>]<range>;<term> ]
- B[ Spar21;<tern>]
YI[ <var>];<term2 ]
let[[<latdeflist> J;<term>]
- letrecl [<deflist> );<term> ]
{<fieldeflist>>
<term>|<term>
- Sterm2-><term2
<term>#®
{stermlist>}
- Sterm>: :<term2
' <term>f<termlist>4
[ <blocktermlist>)
- spmonop><term>
<term><dyop2<termn>
”~ Sconst2 := <null>|<bool>|<num>|<string>|<elemndom>
|<elemfun>
- <null2 := )
<hocecl2 1= true|false
~ snuam2 3= QIVF2] e
<string> ;= mwyngnnpn; (Haa®{"ab™| - vas
<elemdomn> ;= void|null|bool |num)string|domjany
- Sfelemfun> := first|rest|left|right| ...
fvar2 := ogni <ident> che non sia una costante
-~ o una keyword
<ident> := ogni sequenza di caratteri
-~ fparz := <var2|<var2:<tern>
<parlist> := |<parlist1>
<parlist12 := <par>|<par>;<parlist1>
~ <ranqez2 := |=><tern>
<def> 1= <var><-<term>|<var2<=<term>
<deflist2 := |<deflisti>
-~ <deflist1> := <def>|<def>;<deflist1>
fletdeflist> := |<letdeflisti>
<letdeflist1> := “lef>|<def>:<letdeflist 1>
-~ |<def2then<letdeflist1>
<fieldef> := <term>|<identz:<term>
<fieldeflist> := |<fieldeflisti1>
~ <fieldeflist1> := <field>|<field2;<fieldeflisti1>
<termlist> := <term2|<termz:<termlist>
<monopz := +|-| ...
- Sdyop2 2= +|=1X1/1=] s

““



ITI.1.2: Rappresentazione interna

nterm <= nconstlnvarIncond!uappl]nlambtnmu|nle+lnletrec
|ncont lnhlock

nconst <- pnull|nbool |mnun|nstring|nelemdom|nelenfun

onull <= <decode:<{>>

nhool <= <decode:hool>

pnum <= <{decode:num>

nstring <= <decode:string>
nelendom <= <Adecode:elendon>
pnelemfun <= <decode:elenfun>

nvar <= <name:string>

ncond <= <if:mternmjthen:nterm;else:nterm>

pnappl <= <fun:nterm;args:nmtermlist>

nlamb <= <pars:nparlist;range:aterms;form:nterm>
nmu <= <var:invar;range:oterm;form:pmterm>

nlet <= <defs:ndeflist;body:nterm>

nletrec <= <defs:ndeflist;body:nterm>

ncont <= <var:nvar;body:noterm>

mhlock <= <terms:nterms>

otermlist <- empty|aterms

nparlist <- empty|mpars

ndeflist <- empty|ndef

enpty <= <>

aterms <= <first:nterm;rest:ntermlist>

apars <= <var:nvar;kind:nterm;rest:aparlist>
ndef <= <var:nvar;val:nterm;rest:ndeflist>

elemdom <= {{}:;<>;baol;nunm;string;dom;any}
elemfun <~ {first;rest;left;right; ... }



ITT. 1.3

Il parser traduce le rappresentazioni esterne in
rappresentazioni interne, rispettando 1le specifiche sotto
elencate.

[0) = onullE 03

Ib) = nboolEhj
kn) = nanumfni

Is) = pstringfsi
[{d) = pelemdonfdd
[£) = nelemfunff?
[a) = nvarf"a"i

[(AY3 «o. SA[DT)Y = [pair[Al; ... pair[A[n); 01 .. D
[A{AY; ... ;2[n])) = [array[A;(AY; ... ;A[nD ]
[A.a) = fdot[a;ma"])
[p->M,N] = ncondE [P); [M); IN)]
[M[Nt; ... sN[n]Y) =

gapplf (M)} ;ntermsf [N1);

nterms[ [N[n]) ;enptyd .. 33

(A[{at:D; ... ;a[n]:D(n]}->R;M]) =

nlambfmparsf fat); (D1); ...

nparsg [a[n]);[DP[n ]);emptyd .. J;
FRY: UMY

fa:DdD1;M1) = nmuk fa); (p); (M) 3
[(Y[[a]iM]] = ncontfta); (M)
[let[[al<=At; ... ;a[nK=A[a])sM]) =

nletfodefffaty;[(Al); ...

ndeff fa[n1):d[n]);enmptyd .. 3I;
KMy 3

[letrec[[al<-AY; .., ;a[nK-A[n]L M)} =

nletrecfEndeff fat] (aAty; ...

ndefffa[n ) ; Ia[n )} ;enptyd .. 3;
(MY 9

[<alzD?; oo Za{n]:D[n PY =

[cross[ ("al? ;DY) 3 ey

crossf (Mal Do) <7 s I

[MI¥) = funion[A:37)
[M=>N) = farrow[A:;B])
[A®)} = [star[a])
[fAY5 «oo 3R[D])) = set[Al; ... set[A[n):;§}] .. 1h
[A::D) = Yclass[A:D])
[AERY; , sA[nJ91 = [(make[A;{A'; «v. ;A[DD] D))
LAY oo A[DINY =

nblockEntermsE (aty; ...

ntermnsg [A[n ]} ;emptyd .. 33

(p2)] = Kp[A ]}
IApB) = [p[2a;B ]}



ITI.1,.4: Eval

val <- any

evaluate <-
ALT 13
letrec[ [ Loop<-
Al [dunmy J;
loopl print[evall read[ ];arid]1]17];
arid<-a-listf/[[ x:nvar ]J->val;error[ ]1131;
loop[ ) 1]]

a-list <= pnvar->val

extend <-
Al[var:ovar;value:val;env:list ]->a-list;
a-listfA[[ x:nvar ]->val;
equall x;var l->value,envlvar]lj)

eval <-
Al tern:ntermenv:a=-1ist 1=->val;
term is nconst -> tern.decode,
term is nvar -> env[ternm],
term is ncond ->
evalfterm.if;env )->evalf term.then;env],
eval[ term.else;env],
term is pmappl ->
apply[evall term,.fun;env];term, args;env],
term is nlamh =3
abstr[ term,pars; tern.range;term.form;env],
term is omun ->
W[ x:eval[ term.range;extend[ term.var;x;env]l];
eval[ term,form;extend[ term.var;x;env]l],
term is nlet ->
eval[ term.body; let-extend[ term.defs;env]],
term is nletrec ->
evall term.body;letrec-extend[ term.defs;env]),
term is ncaont ->
YI[x];evalltecm, body; extend[ term.varzx;envl]],
term is wblock -» evalist[term.terms;env),
error[ 1)



Eval ITT.T. 4

apply <-
A[[ fun:any->any;args:nteranlist;env:list J->val;
args is empty ->fun,
applyl funf{evallargs.first;env]];
arqgs.rest;
env]]

abstr <-
AT pars:uparlistirange:nternm;
form:aterm;env:1list J->any->any;
letrec[[abstr 1<~
Al { pars:nparlist;newenv:list ]->any->any;
pars is empty—->
AT 1->eval{ rangejenv];
eval[ form;newenv]],
A[Tx:eval[ pars.kind;env])}->val;
abstrif pars,rest;
extend[ pars.var;x;i;nevenv]11]]1;
abstri[pars;env]]]

let-extend <~
Al [deflist:ndeflist;envia-list J->a-list;
expand[ deflist;envienv]]

letrec-extend <-
AT deflist:ndeflist;env:ia-list ]->a~list;
n[ [ recenv:1ist J;expand[ deflist;env;recenv]])

expand <-
Al[deflist:ndeflist; newenvia-list;
suspenv:a-list J->a-1list;
deflist is empty -» newenv,
expand[ deflist.rest;
extend[ deflist,var;
evall[deflist,val;suspenv];
newenv ];
suspenv]]

evlist <~
Al [terms:nterms;envsa-list =>val;
terms.rest is empty->» eval[ terms.first;env],
[eval[terms.first;env ];
evalist[terns.rest;env]]]



‘.r.TT.jln

I17.2: Interprete iterativo

ITT.2.7: Rappresentazione interna

aterm <- pconst|nvar|acond|mappl|nlamnblomu|nlet|nletrec
|acont |nblock

ncenst <- nnull|nhool|mnum|astring|oelendom|nelemfun

onull <= <decode:nullval>

nhool <= <decode:boolval>

onum <= <{decode:numval>

nstring <= <decode:stringval>
nelemdom <= <decode:elemdonval>
nelemnfun <= <decode:elemfunval>

nval <= <name:string>

ncend <= <if:nterm;then:ntern;else:nterm>

pappl <= <fun:nterm;args:ptermlist>

nlamb <= <pars:nparlist;range:nterm:form:oterm>
nmu <= <var:nvarjrange:oterm;form:nterm>

nlet <= <{defs:ndeflist;body:oterm>

nletrec <= <defs:indeflist;body:nterm>

ncont <= <var:mvar;body:oterm>

nkleck <= <terms:ntermsd>

ntermlist <- empty|oterms

nparlist <- empty|npars

ndeflist <- emnpty|ndef

enpty <= <>

nterns <= <first:nterm:;rest:ntermlist>

apars <= <var:nvar;range:oterm;rest:nparlist>
ndef <= <var:nvar;val:nterm;rest:ndeflist>



I1I.2.1: Insieme dei valori

val <- const|pairval|vectorval|closure|compdomval|
|datum |c-1ist

const <- nullval|boolval|numval|stringval|elemdonmval
|elenfunval

demval <- elemdomval|compdomval
funval <- elemfunval|closure|datum|c-list

nullval <= <value:<>>

boeolval <= <value:bool)>

numval <= <valne:nun>

stringval <= <value:num>
elemdagnval <= <value:elemdom>
elfunval <- niladic|monadic|dyadic

list <= nullval]pairval

pairval <= <first:val|susp;rest:list|susp>

vectorval <= <range:domval|susp;tuple:[ val|susp 1*>

closure <= <fun:nterm;env:a-list>

datum <= <range:classval|susp;down:val|susp>

cempdomval <=~ crossvallunionval|arrowvaljarrayval
fullset|classval

crossval <- emptycross|crosspair

emptycross <= &

crosspair <= <name:string|susp;first:domval|susp;
rest:crossval | susp>

unionval <= <{left:domval|susp;right:domval |susp>
arrowval <= <domain:domval|susp;range:donmval|susp>
arrayval <= <base:domval|susp>

setval <- emptyset|fullset

emptyset <= <>

fullset <= <take:val|susp;drop:setval|susp>
crossval <= <pname:string|susp;base:domval |susp>

elemdgm <~ [[};<>;bool;num;string;don; ;any}
niladic <= <value:f ... }>

monadic <- strict-monadic|notstrict-monadic
dyadic <- strict dyadic|notstrict dyadic
strict-monadic <= <valune:{ ... }>
notstrict-monadic <= <value: | ... }>
strict-dyadic <= <value:{ ... }>
notstrict-dyadic <= <value:{ ... }>



Insieme dei valori FEY 2.9

c-1list <- condcont]applcont|applistcont|letcont
|letreccont| letrecdefcont |letrechodycont
|blockeant|niladiccaont |monadiccont|dyadiccont
|dyadicargcont|evalsuspcont
|evalsusprangecont|evalsuspiscont
|retractcont|retractrangecont
|retractiscont

condcont <= <cond:nterm;env:a-list;cont:c-list>
applcont <= {args:ntermlist;env:a-list;cont:c-list>
applistcont <= <args:ntermlist;env:a-list;cont:c-list>
evalsuspcont <= <record:any;field:string;cont:c-list>
evalsusprangecont <= <datum:val;record:any;
field:string;cont:c-1list>
evalsuspiscont <= <datum:val;record:any;
field:string;cont:c-list>
letcont <= <deflist:ndeflist;body:nterm;env:a-list;
newenv:a=-list;cont:c=-list>
letrccont <= <deflist:ndeflist;cont:c-1list>
letrecdefcont <= <env:a-list;cont:c-list>
letrechodycont <= <body:nterm;envia-list;cont:c-list>
blockcont <= <terms:ndeflist;env:a-list;cont:c-listd>
niladiccont <= <args:ntermlist;env:a-list;conti:c=list>
menadiccont <= <fun:strict-mcnadicj;args:ntermlist;
envs:a=-list;cont:c-1list>
dyadiccont <= <fun:strict-dyadic;args:otermlist;
env:a-list;cont:c-list>
dyadicargcont <= <fun:strict-dyadic;argi:val;
args:ntermlist;env:a-list;
cont:c-list)>
retractcont <= <ranje:nterm;env:a-list;cont:c-list>
retractrangecont <= <datum:val;cont:c-list>
retractiscont <= <result:val;cont:c-list>




ITT.2,2: Eval

L'interprete iterativo per il TAU e' scritto in un
linguaggio TAU+assign i cui non viene esplicitamente data
la semantica, Bssa e' comunque ricavabile da guanto detto in
[I.3.6]. L'assegnamento viene realizzato da una funzione
assign[a;b] che mette il valore di b nella 1locazione di a.
Il valore di assign[a;b] e' b, L'assegnamento viene usato
solo per rimpiazzare una sospensione col suo valore, nella
call-by-need, nel letrec e nel ).

a-list <- arid|environ
arid <= ¢
environ <= <var:pvar;val:val|susp;env:a-list>

susp <= <term:nterm;ranqe:valisu5p:env:a-list>



Bval TIT w22

eval <-
Al term:nterm;envia-list;cont:c-list J->val;
term is nconst - capply[cont;term.decode],
term is nvar -> lookup[ term;env;cont],
term is ncond ->
eval[term.,if;env;condcontfterm;env;conti],
term is nappl ->
eval[term.fun;env;applcontfterm.args;env;conts],
term is nlamb ->
capplyl[cont;closuref term;envi],
term is omu ->
eval[ term, var;mu-extend[ term;env ]J;cont ],
term id wlet ->
term.deflist is empty -> eval[ term.bodyj;env;cont],
evall term.deflist.val;;env;
letcontfterm.deflist;term.body;env;envi;conti],
term is nletrec =->
let[[ newenv<{-letrec-extend[ term.deflist;env]]:
capply[ letraccontfternm.deflist;
letrechodycontf term. body;
newenv;
contii:
nevenv ],
term is ocont ->
evalf term.body;environf term.varj;cont;envi;cont],
term is mblock -» evlist[term.terms;env;cont],
errorfcont 1]



Eval T1La2; 2

lookup <-
1[[var:uvar;env:a-list;cont:c-list]-)val;
env is arid -> error[cont],
var=env,var -> evalsusp[env;"val";cont],
lookup{ var;env.envi:cont]]

evalsusp <=
AlT record:any; field:string;cont:c-1list ]->val;
let[ [ sus{-dot[ record ;field ] ];
sus is susp =>
eval[ sus.term;sus.env:
evalsuspcontfrecord;field;contd],
capply[cont;sus]]]

muy-extend <-
Al [ term:nmu;env:a-list ]->a-1ist;
let[[ newenv<-
environfterm.var;
suspk term. form;
suspfterm.range;elemdomnvalgdom?;
aridg J9;
aridg 33;
envill;
[assign[ newenv.val.env;newenv];
assign[ newenv.val.range.envinewenv]]]]



Eval TII.2

apply <-
Al [ fun:funval ;args:ntermlist;env:ia-list;
cont:c-list J->val;
fun is elemfunval - call[fun.args;env;cont],
fun is closure -=>
letrec[[applist<-
Al [ parlist:pparlist;arglist:otermlist;
newenv:a-list:cont:c-1list }->val;
parlist is empty ->
eval[ fun, fun.form;nevenv;
retractcontf fun. fun.range;env;
applistcontfarglist;envicontii],
arglist is empty ->»
capply[cont;
closurefnlanbfparlist;
fun.fun.ranqge;
fun.fun,. formi;
newenvil,
applistl parlist.restjarglist.rest;
environf parlist,var;
suspfarglist.first;
suspfparlist.range;
elemdomvalfdomi;
fun.envi;
envi;
newanviy
cont]]];
applist[fun.fun,pars;args;fun.envicont]],
fun is datum ->
ndown[ fun;applcontiargs;env;conti],
fun is c-list -3
args is empty -> fun,
evalf[args.first;env;fun],
error[cont]]
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letrec-extend <-
Al [deflist:ndeflist envia-1ist ->a-1list;
let[[ recenv<-suspextend[deflist;env]];
rewind[env;recenv;recenv]]]

suspextend <-
Al[deflist:ndeflist;envia-list ]->a-list;
deflist is empty -> env,
suspextend[ deflist, rest;
environfdeflist.var;
suspfdeflist.term;
elemdomvalfanyd;
aridfdq;
envil]

rewind <-
Al Toldenv:a-list;recenv:a-list;env:a-list ]->a-list:
oldenv=env -> recenv,
rewind[oldenv;
recenv;
[assign[env.val.env;recenv];env.env]]]

evliist <=
Al [ terms:nterms;env:a-list;cont:c-1list J->val;
evalf terns. firstijenv;blockcontf terms.rest jenviconti1?



Eval IXX 2,2

call <-
[ fun:elenfun;args:otermlist;env:a-list;
cont:c~list J=->val;
fun is niladic ->
call-niladic[ fun;niladiccontfargs;envi;conti],
args is emnpty -> capplyfcont;fun],
fun is strict-monadic =-»
eval[args.first;env;
mnonadiccontffun;args.rest;env;contd],
fun is strict-dyadic -»
args.rest is empty ->
capply[ cont;part-dyadic[ fun;args.first;env]),
evallargs, first;env;
dyadiccontifun;arqgs.rest;envi;conti],
fun is notstrict-monadic -»
call-monadicl fun;
suspfargs.first;elemdomvalfanyd;envi;
niladiccont[ args.rest;env;conti]
fun is notstrict-dyadic -»
args.rest is empty ->»
capplylcont;part-dyadicl fun;args.first;envl]l,
call-dyadic[ fun;
suspfargs.first;elemdonvalfanyd;envi;
suspfargs.rest.first;
elemdomvalfanyi;envi;
niladiccontfargs.rest;envi;conti],
errorf{cont])



Fval

part-dyadic <-
AT fun:elenfunval;arqg:nterm;env:a-1list 1->closure;
closurefnlambfoparsfaovarcf"x"d;
nelemdomfelendomvalfanydd;
emnptyf a3;
nelemdonfelendomvalfanyii;
napplffan;
ntermsfarg;
ntermsfuvarf "x"d;
emptyE J39333;
envi ]

call-niladic <-
Al [ fun:niladic;cont:c-1list |->val;
fun.value[cont1]

call=-monadic <=
Al [ £un:monadicjaryg:val|susp;contic=list J->val;
fun.valuefarg;cont1]

call-dyadic <-

AT fun:dyadic;arqg?:val|susp;arqg2:val|susp;
cont:c-1list }J=->val;
fun,value[argl;arg?;cont]]

IIT. 242
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capply <-
Al [cont:c-list;value:val }->;
cont is condcont ->
value is boolval ->»
evall boolval.value->cont.cond. then,cont.cond.else;
cont.env;cont.cont ],
error[cont ],
cont is applcont ->
apply[value;cont.args;cont.env;cont.cont],
cont is applistcont ->
cont,args is empty -> capplylcont.cont;value],
applyf value;cont,args;cont,env;cont,.cont},
cont is letcont ->
cont.deflist.rest is empty ->
eval[ cont,body;
environ[cont.deflist.var;value;cont, newvenv];
cont.cont ],
eval[cont.deflist.rest,val ;cont.env;
letcontfcont.deflist.rest;cont.body;cont.env;
environfcont.deflist.var;value;
cont.nevenvi;
cont,conti],
cont is letreccont -»
cont.deflist is empty -> capply[cont.cont; () ],
capply{ letreccontfcont.deflist.rest;
letrecdefcontfivalue ;cont.cont Ji;
value.env,
cont is letrecdefcont ->»
evalsusp[ cont.env;"val";cont.cont],
cont is letrechodycont ->
eval[cont.body;cont,env;cont.cont],
cont 1is blockcont ->
cont,terms is empty -> capply[cont.cont;valuel,
eval{cont.terms.first;cont.env;
blockcontfcont, terns.rest;cont.env;cont.contdl,
cont is niladiccont _>
cont.args is empty -> capplyl[cont.cont;value],
apply[ value;cont,args;cont,env;cont,.cont],
cont is monadiccont ->
call-nonadic[cont.fun;value;
niladiccontfcont,args;cont.env;
cont.cont ],
cont is dyadiccont -»
eval[cont.args.firs;cont.env;
dyadicargcontfcont.fun;value;cont.args.rest;
cont.env;cont.cont ],
cont is dyadicargcont ->
call-dyadic[cont.fun;cont.argl1;value;
niladiccontfcont.args;cont.env;
cont.contil,
cont is evalsuspcont =-> '
evalsusp[dot{cont.record;cont,field ];"range";
evalsusprangecontfvalue;cont,record;
cont,field;cont.conti]l,
cont is evalsusprangecont ->
nis{cont,datum;value;
evalsuspiscontfvalue;cont.record;cont,.field;
cont,conti],

d— = e —



Bval

cont is evalsuspiscont =>
value -> capply[cont.cont;

TTT1.2,2

assign[dotlcont.record;cont.field)];

cont.datum]],
errorf cont ],
cont is retractcont ->»
eval[cont.range;cont,env;
retractrangecontg value;cont,conti],
cont is retractranqgecont ->
pnis{cont.datum;value;
retractiscontfcont.datum;cont.conty],
cont is retractiscont -»
value -> capply[cont.cont;cont.result],
error{cont ],
error[cont 1]



I1.2.€: Note tecniche

Prova_della Prop_ 1
x<y fe[n]le[n]<x} < {e[n]le[n]<y}

<
Uff(e[n]le[n]<x} < U{f{e[n]) le[n ]y}
F(x) < £(y)

o onn

>
; {f£(e[n]) |e[n]sx} {f(e[n]) le[n]<y}
>

Prova_della Prop 2

a) £(x) = U{f(e[n]) le[n]sx} per ipotesi.
a.1) e[nlsx ; e[m)}sf(e[n]) :
per la mcnotonicita' f(e[n])<f(x)
guindi e[ m]<f (x)
a.2) e[m]sf (x):
e[m] £ U{f{e[n]) le[n ]<x}
cioe' ¥k<€e[m]. Je[n[k]]<x. k€f(e[n[k]])
consideriamo e[n]=Uf{e[n[k]]lk<€e[mn]}
ogni e[n[k]1sx e guindi anche e[ n]<x
inoltre e[m]sf{e[n])) perche':
¥k<€e[n]. k<€f{e[n[k]])
e[n[k]]<e[n] => £(e[n[k]])<f(e[n])
k<€f (e[n])

b) e[m)=f (x) <=> Je[n]<x. e[m]<f(e[n]) per ipotesi.
gquesta proprieta' vale per gualsiasi e[m], ed
in particolare varra' anche per gli e[m[k]])={k}
{k}£f1x) <=> Je[nl)sx. {k}<fle[n]) cioe':
k€f (x) <=> de[nl<x. k€f({e[n])
k€f(x) <=> k€ Uf{f(e[n]) |e[n]sx}

f(x) = U{f(e[n]leln])=x}

Prova della Prop 3

discende dalla discussione che segue la Prop 2
in [I1.2.0].

Prcva_della Prop 4

a) Dimostriamo che f=fun{u) e' continua, cioe' che
f(x) = U{f(e[n]|e[n )<x}
se m<f(x) per definizione di fun(u):
Je[n J<x. [n,mn)<€u
Fecnendo x=e[n] otteniamo anche che m<f (e[n])
€ guindi n<n{f (e[n]) |le[n ]<x}.
Viceversa se m€U{f({e[n]) |le[n]<x} allora
Je[n]=x. n€f(e[n]) e per monotonicita' m<f (x)
b) fun (graph (£)) (x) =
{m]Je[n ]J$x. (n,m)<{(n,m) |m€f (e[n])}} =
jmjde[nJ)<x. m€f(e[n])} =
{m|n<€0{L (e[n]) le[n])sx}} =
{mlm€f(x)} =
fix) -
c) graph {(fun{u)) =
{(n,m) |m€funfu) fe[n])} =
{(n,n) |[m€{mn]jde[k JSe[n]. (k,m)<€u}} =
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{(n,n) |Je[k]=e[n]. (k,m)<€u} 2
{(n,m) | {n,m)<€u} =
u
d) come il punto (c) sostituendo *'=' a '2' in virtu!
dell'ipotesi che de[n]l2e[m]. (k,m) €u=>{n,n) €u.

Prova della Prop 5
la sostituzione e' la ccmposizione generalizzata.
Questa proposizione afferma che
F(w,x,y,z) = £(gix,vw),h{x,y,2)) e' continua se f,g e h
lo scno. Per far gquesto basta mostrare che
1) p'w,x,x',¥,2) = £(9(x,w¥),h(x',y,2)) e' continua
(poiche' ogni variabile e' trattata separatamente
€' sufficiente far vedere ad es. che a(b(w)) e'
continua se a e b lo scno, con b{w)=g(x°,w) e
a(v)=£f(v,h(x°,y9,29))
2) p'|w,xX,X,7,2) = piw,Xx,Y¥,2) e' continua
(¢ per questo basta fissare le variabili w,y,z
€ verificare che a(x,x) e' continua se a(x,y) lo
€', con afu,v)=p'(w°,u,v,y°,29))
Per il primo caso abbiamo:
e[m]}sf(g(x)) <=> Je[n]sg(x) .e[m]<f(e[n])
[£ continua; Prop 2]
<=>3n,k. te[k1<x)&(e[n]<gle[k]))&({e[m]<f(e[n]))
[9 continua; Prop 2]
<=>de[k }J£x. (de[n]<g(e[k]).e[m]<f(e[n]))
<=>9e[k }1<x. e[n])<f(g(e[k])) [£f continua; Prop 2]
Fer il secondo:
e[ml<f(x,x) <=> de[n])<x. e[m])<f(e[n],Xx)
[f£f continua; Prop 2]
<=> Fn,k. (e[n]sx)&(e[k]<x)&(e[m]<f(e[n],e[k])
[f£ continua; Prop 2]
<=> Je[ j1¢x. e[nm]<f(e[f],e[]))
dove si pone e[ j] = e[k] u ¢n). Infatti per 1la
monotonicita' di £: e[ml)<f(e[n],e[k])<f(e[F],e(iD)

Prova_della_ Prop £

a) Dimostriamo che x e' un puntoc fisso: x=f (x)

z.1) U{E[n]{@) In€x}<x => ¥n€w. £[n](P2)<x

=> ¥n<€w.f[n+1](2) <f (x)
=> ¥n€w.f[n](Q) <£ (%)
=> U{£[n](Q) In€w}<f (x)
=> x<f(x)

a.2) Sia e[m]sf(x), allora de[k J<x. e[m]<f(e[k])
Poiche' e[k 1=x=U{f[n]{(QP) |n€w} e
fli](2)<f[i+1](Q) allora e[k ]Xf[m](2) per
qualche n (perche!' e[k] e' finito).

Ma allora e[m]<f (e[k ]J)<£[n+1](Q2) <x.
Cioe' e[m]sf(x) => e[m]<x e quindi f£ (x)<x.
k) Dimostriamo che x e' il minimo punto fisso.
Sia y=£(y):
Py => £(@)<fly)=y
=> ¥n<€w. £[n](2)=y
=> X<y

lemma _alla Prop 7
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Per ogni predicato P, f continua =>
Uffu|Pmn,f(e[n]))}leln]sx} =
{m|P(m,0{f(e[n}|e[n]sx})} =
{m]de[n]<x.P(m,f(e[n]))}

Prova della Prop 7
Se £ @' LAMBDA-definibile allora esiste un
LAMEDA-termine M che definisce f come funzicne delle
sue variabili libere.

a) se M=0, M definisce una funzione z={/fx<€Pw. [0})
che e' continua:

U{sd{e[n}) Je[n]sx} = U{{0}le[n]<x} = {0} = &(x)

b) =se M=a la funzione
Id = ([x€Pw.a[x/a]) = [/x€Pw.Xx) e!' continua:
U{Id(e[n]) |e[n]<x} = Ue[n]le[n]<x} = x = Id(x)

Cc) s€ M=N+1 e N e' un termine che definisce una
funzione continua g(x) {(possiamo ccnsiderare una
variabile libera alla volta fissando le rimanenti)
allora M definisce una funzione succ (g (x))
che e' continua:

Ufsucc{g(x))le[n]isx} = Uf{m+1|m€g(e[n]) lel n]<x}

= fm+1|n€0{g(e[n]) le[n J<x}}

fo+1]m€g(x)}

succ (g(x))

d) se M=N-1 @ N definisce una funzione continua g:
analogamente al punto ({(c)

€) se M=N:>P,Q e N,P,Q definiscono funzioni continue
bh,f,9 allora M definisce una funzione continua:

€.1) continuita' rispetto alle variabili libere di h
Ufh(e[n}) :>f,gle[n]<x] =
U{{n€f|0<€h(e[n])}juf{mv€g|dk.k+1€h(e[n])}le[n])<x} =
[n€£|0<€0{h{e[n]) |e[n]£x}} u

{n€g|9k.k+1€0{h(e[n]) |le[n ]€x}} =
[n€f£|0€h (x) Juf{m€g |dk.k+1€h (x)]} =
hi{x):>f,9

€.2) continuita' rispetto alle variabili libere 4i f
Ufh:>f(e[n]),gle[n]sx} =
Uffn<€f (e[n]]1N<€h}um€ég|Jk.k+1€h} |e[n])<x]} =
n€u{f(e[n]) le[n]€x} |0<€h}ufn€g|dk. k+1€h} =
{n€f () |0<hiufm<€g |dk.k+1€h}
=h:>f(x),9

e.3) continuita' rispetto alle variabili libere di g
Ufh:>f,g(eln]) le[n])sx} =
Uffn€f|0<€h}ufm€égf{e[n]) |9k.k+1€h} e[ n ]<x}
{n€f|0<€hju(m€T {g(e[n]) |e[n]<x} |dk.k+1€h}
{n€f|o<h}u {m<€g {x) | Fk.k+1€h} =
hz>f,q (x)

£f) se M=P (Q) e P,Q definiscono funzioni continue f,qg

f.1) continuita' rispetto alle variabili libere di f
U{f(e[n]) tg) le[n]sx} =
Offm]|del[k ]%g. (k,m) €€ (e[n]) } |e[n }<x}
fm]de[k J<q. (k,m) €U {f(e[n]) le[n ]<x}}
fm]delk 1€g. (k,n) €€ (x)} =
£(x) (9)

f.2) continuita' rispetto alle variabili libere di g
Uf{f(g(e[n])) le[n])<x} =
Uf{{m]|de[k]sgle[n]). tk,n) <f} |e[ n ]<x}
{mlje[k]=sU{glel[n]) |e[n]=x}. (k,m) €€}

non
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{n]lje[k JSqg(x). (k,m) €<£} =
£(g9(x))

g) s€ M=4a.N e N definisce una funzicne f allora M
definisce una funzione con una variabile libera in
meno. E' sufficiente considerare f£(x,y) ccme

funzione
di due variabili e dimostrare che /Ax<Pw,f (x,y)
€' una funzione continua nella variabile y.
U{fx€Pw.£f (x,e[k]) le[k]<y} =
Uif(n,m) |n€f(e[n],e[k])]}le[k )<y}
{(n,n) |m€) {£ (e[n],e[k]) |le[k ]<y}}
fin,m) |m€E(e[n],y)} =
AXSPW.L(x,y)

Prova_della Prop 38

@) At.M[bra] = {(n,m) |m€¥[b/a][e[n ]/b]}
= {(n,n) |m€M[e ]/a ]}
= fa:M
dove il passaggio M[bs/a]l[e[n )/bJ)=M[e[n]/a]
€' valido sclo se b€FV{M)
F) t4a.M) (N) = {w]|e[n]SN. (n,m)<€{(n,n) |m€M{e[n]ral}}
{m]je[ n]sN.m€M[e[n])/a]}}
{0]n€U {M[e[n]/a]le[n ]SN}}
[Lemma alla Prop 7)
UfM[e[n])/a]le[n)sN} [Prop 7]
M[ N/a ]
n°) Nel senso '=>' (n°) deriva da (3).
Nell'altro senso se ¥x.M[x/a)=N[xsa] allora
M e N definisccno la stessa funzicne. Basta quindi
dimostrare che fa.M definisce la stessa funzione
definita dalle variabili libere di M.
fun{fa.M) {(x) =
{m|de[ n)<x. (n,n) €{(n,n) |n€M[e[n]/al}} =
{m]de[n]sx.m€Me[nlra ]} =
fu]m<€y {M[e[n]sa]le[n J<x}} =
[ Lemma alla Prop 7]

o

i

UfM[e[n]/a]le[n]sx} =
M{x/a]

Progva della Prop 9

Si trova nel testo.

Prova_della Prop_ 10

Y(a) = (Ax.a(x(x))) (Ax.a(x{x))) = a(¥(a))
€ questo dimostra che Y(a) e' un punto fisso di a.
Sia adesso d=/x.a(x(x)) e sia a® un punto fisso di a;
dimcstriamo che d{d) fa®°,
Suppcniamo che per tutti gli i<l valga:

e[i]J%d => e[i](eli])<a® (essa vale per €9)
Sia allora e[11<d e m€e[1l]{e[l]).
n€e[lJ(e[1]) => dn.(n,m) €e[1l] & e[n ]<e[l]
Per le ipotesi di ben fondatezza sulle codifiche:
n<{p,m)<1l con e[nlsd per ccstruzione.
Call'ipotesi di induzione si ricava che e[n]{e[n])<a®.
Incltre (n,m)<d; essendo d una f-astrazione si ha per
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definizione che m€d(e{n])]). Per monotonicita®
afe[n]te[n]))<%af{a%®)=a%, quindi:
d{e[n]) = a(e[n](e[n])) < a®.
Abtiamc mostratc che per ogni 1:
e[l]2d => e[1l](e[l])<a
Ma d(d) = Ufe[l](ell)) le[11)<d} e quindi d(d)<ac°.

Preva-detia-dses—31

Prova_della Prop 12

Sia a una funzione ccntinua € A={x]|x=a{x)} l'insienme
dei suoi punti fissi., A e' naturalmente ordinato da
'<', Mostriamo che ogni sottinsieme S di A ha un lub
{least upper bound) in A,
5ia y la minima scluzione dell'equazione:

y = U{x|x<5} u a(y) (1)
la cui esistenza e' garantita dalla Prop 6. Per
costruzione x<y per ogni x€S (cice' y e' un upper bound
di SO0 e x=a(x)<aly).
Ma se ¥x<€5.x<a(y) anche U{x|x<€S}<a{y) e
Ufx|x€S} u aly) = a(y). Cioe!' y=a(y) e y<€A.
Sia z<€A un altro upper bound di S, cioce':
¥x€S. x<z, Allora z soddisfa 1'equazione (1).
Ma y e' per ipotesi il minimo valore che soddisfa (1)
€ guindi y<z.
Un insieme parzialmente ordinato con tutti i lubs
ha anche tutti i glbs ed e' un lattice completo.

Prova_della_ Prop_13

a) kool @' una iniezione.
bocl®boocl=bocol per le proprieta' del condizionale.
¥x€Pw. x<hocl (x)

Infatti 4 < hool(k) = 4
0 € bool(0) = 0
n+1 < bool{n+1) = =1
altrimenti x < bocl(x) = »

L) num e' una iniezione.
num®num=num per le proprieta' del condizicnale.
¥x€Pw. x=<nun (x)

Infatti x € num(+) = a4
0 € num{0) =0
n+1 <€ num(n+1) = n+1
altrimenti x < num(x) = »

c) fun e' una iniezione.
fun%fun AW (AFf x.£(x)) ((A9 Y.g (Y)) (W))

A. (£ X.£(X)) (Ay.w(y))
AW X. (Ay.¥(y)) (%)
AW X.W(X)
fun
Y¥a<Pw. a<funf{a)=/x.a (x)

Ax.a [x) f(n,m) |m€a(e[n])}
{{n,m) |m-€{m]-]e[k]5e[n ]' (k,m) €a}}
{(n,m) |Je[k ]J<e[n ]. (k, m) €a}
{{n,m) | {(n, m) €3}
a

v i



Note tecniche o246

Prova_della Prop 14

(a@k)° (agb) =
Av. (fz.<a (left (z)),b(right (2))>)
(<a (left(w)) ,b(right(w))>) =
Aw.<a {left [<a (left(w)),b{right (w))>)),
blright(<a(left(w)) ,b(right(w))>))> =
Aw.<a (a(left (w))),b(b(right(w)))> =
AW.<a (left (w)),b(right(w))> =
agb
(a@kb) (x) <a {left (x)) ,b{right(x))>
<left{x),right {x)>
X
dove viene utilizzata la proprieta' delle coppie
per cui a'<a,b'<b => <a',Lb"'><<a,b> e perche' per
ipotesi: 9¥v, v<a(v),v<h(v)

v

Prova_della Prop 15

{adb) ® {adb) =
(Ax.b%x%)° ({fy.b%y%a) =
AW, (f%.Db%x%a) ({Ly.b®y%a) (¥)) =
Av. {fx.Db%x%a) (bh%w%a) =
AW.b%h%03%3 =

AW.b%4 0% =
aBb
x < a(x) per ipotesi
v(x) < vi{al[x))
vi{a(x)) < b{v({a{x))) per ipotesi

v(x) = b(v(a(x)))

vi{x) £ (abBb) (u) {x)

Ax. v (x) £ fx. (aBb) (v) (x)

A¥.v(X) < (adb) (v)

v £ (abb) (v) per la Prop 13c (VSAX.V (X))

Prova_della Prop 16

Sia ¢ = a#éb
(c®c) (v) = let x<-{{left(v):>0,0) u (right(v):>1,1)->
<a'{left(v)) ,4>,<4,b" (right (v))>
in {{left(x):>0,0) u {(right(x):>1,1) =->
<a'{left(x)) ,4>,<2,b' {right {x))>
Per casi su v:
se v=<1,45=1 ; (cOc) (v)=4=c (v)
se v=<{p,4> con pzL ;
{c%c) (v)=<a' {a' {p)) ,2>=<a' (p) ,2>,C (V)
se v=<4,g> con gt ;
{c®c) {v)=<4,b"' (b’ {q)) >=<2,Db" (q) >=Cc (V)
se v=<p,q> con p,q#* ; [c%%) {v) = 5 = c(v)
Cuindi (c9%) = c¢
(a&Lk) (v) {{left (v):>0,0) u (right(v):>1,1)) =->
<a' (left(v)) ,1>,<4,b" (right (v))>
((left(v) :>0,0) u (right(v):>1,1)) =->
{left (v) ,4>,<2,right (v)>
({left(v):>0,0) a (right({v)z:>1,1)) ->»
{left(v) ,2>,<4,right (v)>
<left(v),2> u <t,right(v)>
<left(v) ,right (v)>

v ]

v

|




Note tecniche I.2.6
= v per una proprieta' delle coppie

Prova della Prop 17

Sia y°=D(a) (x). y° e' il minimo y tale che x u a(y) <

Il minimo z tale che y° u a(z) £ z e' ancora y°.
Questo prova che Dfa)®°p{a) = D(a), cioe!

Ya<€Pw. D(a) ' una retrazione.

Incltre dalla definizione D(a) {x)=N{ylx<y & a(y) <y}

si vede che #a,x<Pw, x<D(a) {x) e guindi

Y¥a<€Pw. D(a) ' una iniezione.

Allcra se a=0D(a), a €' una iniezione e inversamente se
a e' una iniezione, D(a)=a. I punti fissi di D formanec
ltinsieme di tutte e sole le iniezioni.

D(a) e' senpre una iniezione e D(x)=x se x e' una
iniezione. Ne discende che D(D(a))=D(a), cioe':
pep=p D €' una retrazione.
Da x<D(a) (x) per monotonicita' a(x)<a(D(a) {x)).
Df{a) (x) = py.x u af{y) = x u a(py.x u a(y)) 2 a{C(a) (x))
da culi a(x) =< Dfa) {x)

Ax.a [x) € fx.D(a) (x)

Ax.a (x) £ Dfa)

a < Dla) per la Prop 13c (a £ Ax.a(x))
Quindi #¥a<Pw. a < Df{a) e D e' una iniezione,

Prova _della Prop 18

Y£f = Uff{n]x) | n€w}

Yfoyf Uff[n]2) In€w} ° Uf{f[n](L) |n€w}
Uff[n])(2} © f[n](*) In€w}

J{f[n](2) | n€w} perche?' 401=a ¢ f:DBD
XE

Yf €' una retraziocne.

£:DBD => £ (2)=D(£(D(2)))=D(f (1))
f:DBD => £:D => £(i)2i => D(f(i))2D(i)=i
fa)2i
f(r)22 => f[nl(2) 2 f[n+1](2)
Uff[n]{2) In€w} 2 i
b s
Yf €' una iniezione.

Prova_della Prop 19

Discende dalla Def 14 e dalla Prop 14.

Prova della Prop 20

Discende dalla Def 15 e dalla Prop 16

Prova della Prop 21

a¥ {x) = <a{left({x)).,a®(cight(x))>

(a™0a%) [x) <afa{left(x)),a® (a®* {right(x)))>
<a{left(x)),a® (a® (right (x)))>
<a({left(x)),a® (right({x))> per induzione

oo



Note tecniche

= a® (x)
Cice' a% = a%03®% e a% e' una retrazione.
a% (x) <a{left(x)) ,a® (right(x))>
<left [x),a®™ (right (x))>
<left (x),rcight(x)> per induzione
X
Cioe' x<a®*(x) e a#%* ' una iniezione.

IHwviv

Prova_della Prop 22

Si dimostra per induzione che set(a)%set (a)=set (a)
Per dimostrare x<set(a) {(x) basta mostrare che
set (a) [X)=X se x @' nella lista a, €  altrimenti
{grazie alla definizione di lista).



